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Hyva lukija,

Ensimmadinen kaksiosainen yo-koe on nyt tehty!

Kasissasi on ratkaisut kevaan 2016 pitkdn matematiikan A- ja B-osion tehtaviin. A-osa ratkaistaan kokeessa
ilman laskinta, mutta tassa vihkosessa vastauksia on perusteltu laskimen avulla. Ratkaisut ovat ladattavissa
pdf-muodossa ja eActivity-tiedostoina (.xcp) myos suomenkielisiltd Casion tukisivuilta

http://www.casio-laskimet.fi

Tukea

Edellisten vuosien ratkaisut ovat suosittuja kertausmateriaaleja abien valmistautumisessa tuleviin
kirjoituksiin. Laskuteknisia vinkkeja sisaltava YouTube —kanava on osa opiskelijoiden ja opettajien
tukemista ja kanava onkin kerdannyt lyhyessa ajassa yli 30 000 katselukertaa! Kanavan nimi on fx-CP400 ja
lyhennetty linkki sithen on http://bit.ly/fx-cp400.

ClassPad Il Manager

Ratkaisut kevaan yo-kokeisiin on tehty ClassPad Il Manager —ohjelmalla. Samat laskut voidaan tehda myos
laskimella fx-CP400 ja vastaustiedostotkin kdayvat molempiin. Tama tukee siirtymista laskimista ohjelmien
kayttoon. Casion ajatus helppokayttoisyydesta sisaltaa sen, ettad laskimen kdayton osaavat voivat suoraan
siirtya kdyttamaan ohjelmaa ilman erillista opettelua tai perehdytysta.

ClassPad Il Manager-ohjelma tulee laskimen mukana ja sen voi halutessaan hankkia myds ilman laskinta,
oman koulun kaytannon mukaisesti. Ohjelma sopii erinomaisesti opetuksen tueksi dlytaulun tai projektorin
kaveriksi ja ohjelman kaytto kotitehtdvien laskemisessa ja sahkoisissa kurssikokeissa auttaa siirtymisessa
kohti sahkoisia kokeita.

Mikali et ole viela ehtinyt kokeilemaan ohjelmaa, niin sen 90 pdivan ilmaisen trial-version voit ladata
osoitteesta https://edu.casio.com. Talta sivulta l6ydat myos mm. uusimmat kadyttojarjestelmien paivitykset

ja usein kysytyt kysymykset vastauksineen.

Aurinkoisia kevatpaivia,

Espoossa 23.3.2016 7)74@ Pﬂfovam/wo
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Pitka matematiikka, kevat 2016

A-osio

1. Tiydenni oikeiden vaihtoehtojen numerot alempaan taulukkoon.

1
A | Lausekkeen 1,17 arvo on 1,13
B | Tilavuus 0.5 m® on sama kuin al 1
C | Luvuista “; 'I_"_]'u i‘li suurin on ‘1
D | Luvun —a + b vastaluku on b—a
E | Yhtilén x* — 32 + 1 = 0 juurten summa on 3
F | Tuotteen hinta nousee ensin 10 % ja laskee sitten
10 %, joten lopullinen hinta on . .. 099 %

alkuperiisesta hinnasta.

2 | 3

3.3 1.331
500 1 5000 1
6 ' 16
7| :m
a—0 | —a—=="b

4 5

100 %% | 101 %%

1) Tutkitaan kohdat A-F:
A)

1.13

B) 1 m® = 1000 dm® = 1000 litraa, joten 0,5 mS =
C) Lavennetaan lukujen nimittdjiksi 21, jolloin osoittajat
Koska luvut ovat positiivisia, niin suurin luvuista on se,

osoittaja eli keskimmiinen %

D) Lasketaan wvastaluku

500 litraa.

1.331

ovat 14, 18 ja 16.

jOSsa on suurin

—{—a+b)
a—h

E) Juurten summa on —2 eli __T=3'
F) Kokonaismuutosta kuvaa kerroin
1.1%x0.9

0.99
mika vastaa 99% alkuperiisesta hinnasta.

Oikea rivi on siis A=3, B=2, C=2, D=2, E=1, F=1.
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2. a) Sievenni lauseke r — (22° — (3x — 427%)).
b) Osoita, etti luvut
V6 W

—_— 'I I —_—

6
3 2
ovat toistensa kiifinteislukuja.
¢) Osoita, ettd va+b < /a+ Vb, kuna > 0 ja b > 0.

X—(sz—(3x—4x2]]

—Bex2+4ex
b) Luvut ovat toistensa kaanteislukuja, mikili niiden tulo on 1:
v6 V6
3 2
1

c) Koska epavhtalon molemmat puolet ovat > 0, niin ne voidaan korottaa
toiseen potenssiin

(Vatb) 2
a+b
expand ( (Va+vVb) 2
a+b+2-vVa-vVb
Koska 2-Va-vVb>0, niin vaite on todistettu.
3. a) Laske vektoreiden @ =27 —37 ja b= —i — 77 pitundet ja pistetulo @ - b.
b) Laske integraali 4
['] (3+ V) de.
J0
a) Vektorien pituudet ovat
norm{[2 -31)
V13
norm{[-1 -71)
5vV2
ja niiden vilinen pistetulo on
dotP([2 -31,[-1 -71)
19
b) Madratyn integraalin arvo on
f % (3+v)dx
0
45
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4. Alla olevassa kuviossa on erdin funktion f(x) derivaattafunktion f'(x) kuvaaja vililla
-1 <z <.
a) Mairita kuvaajan perusteella derivaattafunktion f’'(x) nollakohdat.
b) Mairita kuvaajan perusteella ne vilit, joilla funktio f(x) on kasvava.
¢) Mairitd kuvaajan perusteella funktion f(r) paikalliset ddriarvokohdat ja niiden
tyypit.

v =f"(x)

=V

a) P(x)=0 kun x=0 tai x=3.

b) Funktio kasvaa kun f’(x)20 (yhtdsuuruus vain yksittaisissd pisteissa) eli
valilla 0<x<35.

c¢) Ainoa paikallinen aériarvokohta on x*0. Se on paikallinen minimikohta,
koska derivaatan arvo muuttuu negatiivisesta positiiviseksi.

Vinkki: Taulukkolaskentaan on syotetty T
lukupareja derivaatan kuvaajalta ja J
sovitettu niihin 3. asteen regressio.
3_
Nain saatu funktio on integroitu
v ae . . . a y=i{x)
padasovelluksessa ja molempien kuvaajat
piirretty Kdayra&Taulukko —sovelluksessa. 1t
y=f"(x)

3. asteen regr T T T T
y=a+x>+b+x2+cex+d -1}

a=0.25

b=-1.5 A

c=2.25 al

d=0

ré=1 il

(B [

CASIO. S15iv




Bl-osio

5. Eurooppalaisessa ruletissa kierroksen tulos on vksi luvuista 0,1,2,3, ..., 35, 36, jotka
kaikla ovat vhta todennakoisia. Luku 0 on musta, ja muista luvuista puolet on punaisia
ja puolet valkoisia. Laske seuraavien pelitapojen voittojen odotusarvot, kun panoksena
on 1 euro.

a) Pelaaja valitsee yhden luvuista 0,1,2,3,..., 35, 36. Jos kierroksen tulos on tama
luku, niin pelaaja saa takaisin oman panoksensa ja voittaa 35 euroa. Muissa ta-
pauksissa hin haviaa panoksensa.

b) Pelaaja valitsee vaakarivin

TI81]9

Jos kierroksen tulos on jokin naista luvuista, niin pelaaja saa takaisin oman panok-
sensa ja voittaa 11 euroa. Muissa tapauksissa hin hividia panoksensa.

¢) Pelaaja valitsee valkoisen virin. Jos kierroksen tulos on jokin valkoinen luku, niin
pelaaja saa takaisin oman panoksensa ja voittaa 1 euron. Muissa tapauksissa hian
hiiviii panoksensa.

a) DMerkitdin X="wvoiton suuruus”, jolloin sen arvojoukko on {-1, 35} ja
odotusarvo E(X) on
1 ,0s,36,
37*35+37*( 1)
_1
37
b) Voiton todennakdisvvs kolminkertaistuu a—kohtaan verrattuna, mutta
vastaavasti voiton arvojoukkokin muuttun {-1,11}. Odotusarvo on
3 34
ﬁ*]'l-l-ﬁ*(_l)
_ 1
37
c¢) Voiton arvojoukko on nvt {-1,1} ja odotusarvo
18,,,19
37*1+37*( 1)
_1
37
Voiton odotusarvo on siis kaikissa kohdissa —% euroa eli n. -3 senttia.

YO-ratkaisut netissa: http://www.casio-laskimet.fi/fi/opettajakoulu/opetusmateriaalia/

Laskuvinkkeja YouTubessa: http://bit.ly/fx-cp400
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6. Maapallon siade on 6 371 km, ja sen pohjoisen napapiirin leveysaste on 66,5. Pohjoiselta
napapiirilta valitaan pisteet A ja B, joiden pituusasteiden erotus on 90 astetta.
a) Mairita pisteiden A ja B wvilisen viivasuoran tunnelin pituus.
b) Madiritd pisteiden A ja B vilisen lyhyemmén napapiirin kaaren pituus.

Pohjoisen napapiirin sade on r=sin(23.5)%6371 km.

a) Tunnelin pituus on hvpotenuusa suorakulmaisessa r—kvlkisessd kolmiossa:
v 2%sin (23. 5)%6371 .
3592.71101

eli tunneli olisi noin 3593 km pitka.

b) Napapiirin lvhemman kaaren pituus on neljinnesvmpyran kaari:

%*2;.-:*5111(23. 5)%6371

3990. 498612
eli noin 3990 km.

MNapapiirin sidde r: 2692.50
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T. Kolme ympyraa sivuaa toisiaan oheisen kuvion mukaisesti. Ympyriiden keskipisteet
ovat A, B ja C ja niiden siteet samassa jiarjestyksessa 3, 3 ja 2. Kuinka suuri ympyra
mahtuu naiden kolmen ympyran viliin jadvaan alueeseen? Anna vastauksena taman
yvmpyrin siteen tarkka arvo.

Pyvthagoraan kolmiosta EBC (kuva alla) saadaan sivun EC pituudeksi 4.
Merkitdan keskimmaisen vmpyrin keskipistetta F ja sadetta r.

Suorakulmaisessa kolmiossa EBF on sivut EF=2-r, EB=3 ja FB=3+r.
Pythagoraan lauseella voidaan ratkaista kvsvtty sade r:

solve (32+(2-1)2=(3+r) 2, 1)

Ympvrin sateen pituus on siis 5

815 CASIO.




8. a) Muodosta sen tason yhtilo, joka kulkee pisteen (2,4,6) kautta ja leikkaa xy-tason
pitkin suoraa r + 2y = 3.

b) Missi pisteissid a-kohdan taso leikkaa koordinaattiakselit?

Ratkaistaan leikkaussuoralta koordinaattiakselien ja tason leikkauspisteet. Samalla
saadaan tason kolme pistetta:

x+2y=3|x=0
2+y=3
solve (2+.y=3, y)
(=21
2
x+2y=3|y=0
=3

Siis tasossa on pisteet A(U,%,U), B(3,0,0) ja C(2,4,6). Tason virittaa

vektorit AB ja AC:

[3—0 U—%—U—U]#AB
[3 -5 o

[2—n 4—%—a—u]¢gc

|2

b2
=]
| I

Lataa ilmainen testiversio ClassPad || Managerista

https://edu.casio.com/freetrial/fi/freetrial list.php
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Tason whtalo wvektorimuodossa on OP=0A+tAB+sAC eli sievennettyna
3 3 5
[D 3 D]+t*[3 3 U]+s*[2 5 B]
Ss_3+t_ 3 .
[2-s+3-t 2 2 +2 Bs]
Koska z—akselilla x=0 ja v=0, niin saadaan
2+s+3+1=0
5.8 3.t 3_
2 2 1270
-3 ._2
{S‘ 77 t_T}
ja z—koordinaatiksi
B-sls=—%
_18
7
Kyvsytvt akselien leikkauspisteet ovat (0, %, 0y, (3,0,0) ja (0, [],—17—8) ja
i _ .. {Ds 3+t 3). _—
tason vhtald on OP=(2+5+3-t)i+ T—T+§ jF+(6-s)k, missa s,t € R.

Ic=—-2.571429 7-laskenta
¥e=0 yc=0

sc=-0. 428571 tc=0. 2857143

Xst1=2+5+3+t EE
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9.1. Luvun /20 likiarvoja voidaan laskea tarkastelemalla jonoa suorakulmioita, joiden
pinta-ala on 20. Aloitetaan suorakulmiosta 5, jonka sivujen pituudet ovat

. 20
T1=1 ja y1=I—.
1

Seuraavan suorakulmion S, vhden sivun pituus r, saadaan laskemalla lukujen x,
ja iy keskiarvo, jolloin toisen sivun pituus on

_X

Iz

Yz

Tiedetiin, etti jatkamalla tilla tavalla saadaan jono snorakulmioita S, S, S;, ...,
joiden muoto lahestyy neliotd. Taman nelion sivun pituus on silloin +/20. Maarita
approksimaation r; suhteellinen virhe oikeaan 8-desimaaliseen likiarvoon /20 =
4.47213596 verrattuna. Anna vastaus prosenttiyksikin kymmenesosan tarkkuudel-
la.

Kaytetaa iteroinnissa tauluk-
kolaskentaa. Sarake x; koostuu
edellise rivin keskiarvosta ja
sarake y; luvusta 20/x;.

Virhetermin lasku kuten
iterointikin ndkyy taulukon
alapuolen kaavarivilla.

=(B5+C5) /2

=(B6-4.47213596)-100/4.47213596 v | X

CASID@ 11|Sivu



9.2. Funktion g(x) arvoille on voimassa —20 < g(z) < 16 kaikilla =z € R. Osoita, etti
funktio f(z) = z*g(x) on derivoituva kohdassa = = 0.

f(0+h)—f(0)
h

MMuodostetaan erotusosamiara funktiolle f kohtaan x=0. Koska

f(0)=0 2 #g(x) ja g(x) saa vain airellisia arvoja, niin f{0)=0. Erotusosamaara
saadaan muotoon
hZxg (h)—0
h
h-g(h)

Edelleen, koska aina —20£g(h)<16, niin 11111[1:l (h-g(h))=0. Koska
a.

erotusosamaarille loytyi raja—arvo, niin f on derivoituva kohdassa x=0.

B2-osio

10. Lauseke 2016°™% esitetiin kymmenjirjestelmin lukuna.
a) Miki on luvun viimeinen numero?
b) Mitki ovat luvun kaksi ensimmadista numeroa?

¢) Kuinka monta numeroa luvussa on?

a) Koska vkkisten paikalle tuleva luku on aina kertolaskun 6x%6 tulos, niin
viimeinen numero on 6.

Tamin voi laskea mvis kongruenssin avulla modulo 10:

mod (20162016 10

b) Kirjoitetaan luku 10-potenssimuotoon kavttamalla logaritmia. Koska

2016 2[]1610510(2[]16)
2016 = 10 , hiin luvun kymmenenpotenssimuodon

eksponentti on
2[]1810510(2[]16)

6661. 852904

ja lulku voidaan kirjoittaa muotoon 1[]'5881'8529[”‘1 = 1[][]'8529[]4*1[]6661.

Lasketaan kerroin
100.852904

7.126954727
jolloin nahddidn luvun alkavan numerocilla 71.

c¢) Luvun kyvmmenenpotenssimuodosta nahdiin, ettd numeroita on 6662 kpl.
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11. Tehtaassa valmistetaan tolkitettyji sidilvkehedelmii. Padryninpuolikkaita pakataan suo-
ran ympyrilierion muotoiseen peltitdlkkiin. To6lkin pohja- ja kansilevyjen materiaalin
hinta on 2,00 €/m” ja vaipan materiaalin hinta 1,00 €/m®. Suunnittele materiaali-
kustannuksiltaan mahdollisimman halpa peltitélkki, jonka tilavuus on 1000 em®. Anna
vastauksena tolkin korkeuden ja pohjan halkaisijan suhteen tarkka arvo.

Tilavuuden whtalostid voidaan ratkaista korkeus h:

solve (kr 2%h=1000, h)

2

|h=1UUU}
r=a

ja pinta—alojen avulla saadaan hinnalle funktion lauseke muuttujan r avulla,
jossa pohjien arvo on kerrottu kahdella materiaalin hinnan takia:

Z*H*r2*2+m*2*ﬂ:*r
rz-:ﬂ:
4-r2-n+2DDD
r
Lasketaan hinnan funktiolle pienin arvo silli ehdolla, etta r>0.
fhﬁn(4w2-n+qun,r,U.DDDUDDUI,N)
1 1
. _ 3 5.29
MinValue=300-(4-%x) ¥ ,r= 1
- 3
Tallgin tolkin korkeudeksi saadaan
1
1000, _5-23
rzo?'.l: L
- 3
40
1
(4o7) 3
ja korkeuden ja pohjan halkaisijan suhteeksi saadaan
1
3
40 5.2
—l f| 2% 1
{(4+7) 3 4 3

Vastaus: Kyvsvtty suhde on 2:1.
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12. Tarkastellaan funktiota

= o
=[ |sint | dt,
0
kun 0 < z < 27,

a) Perustele geometrisesti kaava f(2m) = 2f(7).
b) Laske f(r), kun 0 < r < 27.

a) f(2m) tarkoittaa kdyrin y=|sin(x)| maariisti integraalia valilla [0, 2x].
Koska itseisarvot oval aina epidnegatiiviset, niin samalla kyseessd on kavrdn ja
x—akselin vilinen pinta—ala valilla [0, 2x]. Koska sinifunktion perékkéaiset
nollakohdat ovat 0, # ja 2x, niin alue muodostuu kahdesta x—akselin
vlapuolella olevasta symmetrisestd pallukasta.

2f (7)) tarkoittaa geometrisesti vhden edellda kuvatun pallukan pinta—alaa
kerrottuna kahdella. Koska pallukat ovat symmetriset, niin f{2r)=2f{x). Siis

2n ;3
f |sin(t)|dt=2[ |sin(t)|dt. Katso kuva alla.
0 0

Lo Muok Zoom Analwm # £ Muok Zoom hnalwm f m

MF.

1.5%08 3.14153 -tl.'?IIEBEI 1.5%08 3.14159 4,71233
Alempi=0 Ylempi=3. 1416 Alempi=0 Ylempi=6. 2832
fdw=2 [3=2 fdx=4 =4

O |||l Ala=4 O
Arkki1 [Arkki2 |Arkki3 | Arkki4| Arkkis| Arkki1 [ Arkki2 [Arkki3 | Arkkid | Arkkis|
M v1=|sin(x)| [ M v1=|sin(x)| [
[[Jv2:0 [[w2:0
[]¥3:0 [ 1¥3:0
[Jv4:0 [y4:0
l¥5:0 L H
[]v8:0 [v6:0
1v7:0 [(v7:0
Rad Real ' m|Rad Real Lo

181500 CASIO.




b) Tapaus 1: 0=x<wn. Koska talla valilld |sin(t)|=sin(t), niin funktioksi f(x)

saadaan

X
f sin(t)dt
0

—cos(x)+1
Tapaus 2: Kohdassa x=n sinifunktion merkki wvaihtuu ja valilla m€x<2x
|sin(t)|=—sin(t). Tama pitdad huomoida itseisarvojen poistossa. Funktioksi f(x)

saadaan
T X

f sin(t)dt+f —sin(t)dt
0 /|

cos(x)+3

—cos{x)+1, 0<x<n

Funkti iis f(x)=
unktio on siis f(x) {Cos(x)+3, RENE2R

Katso lisaa mielenkiintoisia teemaosioita

http://www.casio-laskimet.fi/fi/opettajakoulu/opettajalle5/

MATEMATIIKKA JA URHEILU: KAKSI TOISIAAN LAHELLA OLEVAA MAAILMAA

Ajanotto, pituuksien mittaus, osumien laskenta — urheilussa matematiikkaa kaytetaan monella tavall _
geometriaa — René Wiegand kuvailee matematiikan nakokulmaa urheiluun

Luelisaa © UNELMA LENTAMISESTA

LIKUNTAA AJATUKSELLA GRAFIIKKALASKIME

kreikkalaisessa mytologiassa |karos rakensi itselleen siivet
wrinkoa, koska linnunhdyhenista koottujen siipien
nardo da Vinci yritti rakentaa lentokoneen, mutta

Tahtikirkkaasta yosta voit tuskin saada tarpeeksesi: syva aarettomyys siimien edessa saa ihon kananlihalle. Tata
avaruuden kiehtovuutta voidaan kayttaa hyvin myos matematiikan tunneilla. Lue lisaa @
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13. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja. Tetraedrin kolme kiirked ovat koordinaattiakse-
leiden pisteissa (a,0.0). (0.5, 0) ja (0.0, ¢). ja neljias kirki on origossa (0.0,0). Kirkien
vastaisten tetraedrin tahkojen pinta-aloja merkitiin samassa jirjestyksessa kirjaimilla
A, B, C ja D, jossa D tarkoittaa origon vastaisen tahkon pinta-alaa. Osoita, etta

A*+ B+ C* = D2

Tahkot A, B ja C ovat suorakulmaisia kolmioita ja niiden pinta—alat ovat
vastaavasti A: %*bﬂcc, B: %*a*c ja C: %*a*b. Naiden toisten potenssien

summaksi saadaan

1 211 211 4
[E*b*c] +[§*a*c] +[§*a*b]
azi-lb2+a2;1c2+b2:1c2
simplify (ans)
az-b2+c2-(az+b2]
4
Tahkon D kolmion wvirittda vektorit
[-a 0 cl?ac
[-a 0 c]
[-a b 01=»ab
[-a b 0]

Tahkon D pinta—ala on puolet virittdjidvektorien ristitulon pituudesta:

%norm (crossP(ac, ab) )

\/az-b2+cz-(a2+b2]

2

ja tallsin D2 on
2
\/az-b2+c2-(az+b2)
2

az-b2+c2-(az+b2]

4

jolloin saadaan A 2 +B 2 +C 2 =D 2 .
I

16151y CASIO



