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Pitkda matematiikka, kevat 2025

FI — Matematiikka, pitka oppimaara

19.3.2025

Koe koostuu 13 tehtdvasta, joista vastataan kymmeneen. Tehtdvat on jaettu kolmeen osaan. A-osassa on kuusi
tehtavaa, joista vastataan viiteen. B1-osassa on nelja tehtavaa, joista vastataan kolmeen. B2-osassa on kolme
tehtavaa, joista vastataan kahteen. Kaikki tehtavat arvostellaan pistein 0-12, joten kokeen maksimipistemaara on
120.

A-o0sassa saat kdyttda koejdrjestelman taulukkokirjoja ja perusohjelmia. A-osa palautetaan tehtavan 6 jdlkeen olevalla
painikkeella. Taman jalkeen A-osan vastauksia ei voi endd muokata. A-osan palauttamisen jalkeen kaikki
koejdrjestelman ohjelmat ovat kdytettdvissasi. Voit vastata B-osien tehtdviin myds ennen A-osan palauttamista.

Halutessasi voit tuottaa vastausten tueksi piirroksia, kaavioita tai taulukoita ja liittaa niista kuvakaappauksen mihin
tahansa tekstivastaukseen.

Al3 jat3 mitdan merkint6ji sellaisen tehtavan vastaukselle varattuun tilaan, jota et halua jatta3 arvosteltavaksi.

A-osa
@ Vastaa viiteen tehtavaan.

1. Perustehtavia 12 p.

Anna tdssad tehtdvassa pelkka vastaus ilman perusteluja. Vastauskenttadn voi kirjoittaa vain yhden kokonaisluvun.

1.1 Ratkaise yhtalo bxr — 17 = 43. 2 p.

r=|12

1.2 Ratkaise potenssiyhtald 22° — 128 = 0. 2 p.

r=4

1.3 Ratkaise yhtld Sin% = é Lkun 07 <z < 90°. 2p.

xr = 60 | astetta

1.4 Maarita f/(2), kun f(z) = z* + 100. 2p.

f(2)=32

1.5 4
Ma&arita integraalin A = / 32% dz arvo. (2 p.
1

A=|26

1.6 Maaritd kolmaskymmenes termi asg aritmeettisessa lukujonossa (a1, a2, ag, ...) = (1,8,15,...). 2 p.

aszg — 204
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2. Sievennyksia 12 p.

i —4)(y+1)
y—2

1. Sievenna lauseke ykuny £ 2.(6 p.)

2. Sievennd lauseke \/(z —1)2+2(z—1)+1.(6p.)

L WD) -2+ (+1)
y—2 y—2

2. \/(271)2+2(271)+1:\/22722+1+2z72+1:\/22:|z\

=y +3y+2

3. Suorakulmaiset kolmiot 12 p.

Aineisto

3.A Kuva: Hahmotelma kolmioista

Suorakulmaisen kolmion A BC sivujen pituudet ovat |AB| = 3, |AC| = 4 ja |BC| = 5. Suorasta kulmasta A piirretaan

korkeusjana kohtisuoraan hypotenuusalle pisteeseen [. Pisteesta I piirretaan edelleen kohtisuora jana kateetille AC'
pisteeseen E. Lopputulos on hahmoteltu kuvassa 3.A.

3.A Kuva: Hahmotelma kolmioista

o

Maérita suorakulmaisen kolmion ADF kateettien pituudet.

C
E
Lahde: YTL.
Merkitddn suorakulmaisen kolmion A B(' pinta-ala kahdella eri tapaa sen korkeusjanan |AD| laskemiseksi:
1 1 12
Suorakulmaisesta kolmiosta A J) B tiedetddn nyt toinen kateetti ja hypotenuusa, joten Pythagoraan lauseella saadaan
12)? 8T 9 . 9 16
=4/32 - (=) =,/—= = = jaedelleen —5_ = = .
08 = (3~ (F) =/ -7 ] oD =52 - X
Suorakulmaisen kolmion A )¢ pinta-alan avulla saadaan ratkaistua |ED| :
% . ? . % = % -4.|ED| = % . % =|ED| < |ED| = % . Nyt suorakulmaisesta kolmiosta 4 f/]) on ratkaisematta

vain kateetti A F, , joka saadaan Pythagoraan lauseella.

625 /625 25

ALE| - (g)l (@)2 /142304 \/3600—23{)4 - V/I296 36
- 5 25/ ~V 25 625 o

Kysytyt kateetit ovat siis |AE| = % ja |ED| = % .

? CASIO.
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4. EKP:n korkopaatos 12 p.

Euroopan keskuspankki (EKP) on paattamdassa eraasta ohjauskorosta, jonka nykyinen taso on 4,25 %. Ryhma taloustieteilijoita
ennustaa, ettd 0,25 prosenttiyksikdn korotukselle on 50 %:n todenndkdisyys ja ohjauskoron pitamiselle muuttumattomana on
50 %:n todennadkoisyys. Kun uusi tieto inflaatiosta vuotaa julkisuuteen, taloustieteilijat korjaavat ennustettaan

0,25 prosenttiyksikén korotuksen todennakoisyydesta 65 %:iin, jolloin koron todennakéisyys pysyad muuttumattomana on siis
35 %.

Kuinka monta prosenttiyksikkda ohjauskoron odotusarvo kasvaa uuden tiedon seurauksena?

Ohjauskoron odotusarvo prosentteina ensimmaiselld arviolla on 0,5 - 4,25 + 0,5 - 4,5 = 4,375 ja uudella arviolla

0,25 - 4,25 + 0,65 - 4,5 = 4,4125 . Néiden erotuksena saadaan 4,4125 — 4,375 = 00,0375 prosenttiyksikkda.

5. Suurin arvo 12p.

Madrit funktion f(z) = 22925 o= syurin arvo, kun z > 0.

Funktion f(z)=z?%¢™*, z > 0, derivaatta on tulon derivointisiannolléd 7 (z) = 2025z et 4 2025 (—e™*.
Lasketaan derivaatan nollakohdat: f' (z) = 0 < e - (202502 — %) = 0 < 202502 — 27 =0

= 22212025 — ) = 0 <z =0V z = 2025 . Tutkitaan derivaatan merkki: f* (1) = 2024 >0 ja
e

2025 - 30007 — 30002°%  —975 - 30007

£ (3000) = - _ — < 0, joten funktio on kasvava vililli () < 2 < 2025 ja
I €
2025
vithenevi, kun g > 2025 . Funktion suurin arvo on ¢ (2025) = 20252025205 — —202;;2- :
e bl

6. Eukleideen algoritmi 12 p.

Maarita Eukleideen algoritmilla lukujen 5322 ja 342 suurin yhteinen tekija.

Sovelletaan Eukleideen algoritmia.
5322 = 15- 3424192

342 =1-192 4+ 150
192 =1-150 442
150 =3 42424

42 =1-24418
24=1-1846
18=3-64+0

Viimeinen nollasta eroava jakojadnnés on suurin yhteinen tekijd: syt (5322,342) = 6 .

CASIO. 3



Pitkda matematiikka, kevat 2025

B1-o0sa

@ vastaa kolmeen tehtavaan.

7. Merkki- ja kulkukaaviot 12 p.

Aineisto

7.A Kuva: Merkki- ja kulkukaaviot

Valitse osatehtavissa 7.1-7.6 funktiolle oikea merkkikaavio tai kulkukaavio kuvan 7.A vaihtoehdoista A-H. Vastauksia ei
tarvitse perustella. Oikea vastaus 2 p., vaara vastaus 0 p., ei vastausta 0 p. Jos olet aloittanut tehtavaan vastaamisen, mutta et
haluakaan jattaa tehtavaa arvosteltavaksi, poista vastauksesi valitsemalla pudotusvalikosta tyhja rivi.

7. f(z) = 2® + 2z — 8 (2p. 7.A Kuva: Merkki- ja kulkukaaviot
B |V Yléspiin avautuva paraabeli, nollakohdat -4 ja 2 3 1
A flo) + - +
7.2 f(x) =3z 4+ 6 2p. | l
Nouseva suora, nollakohta -2 4 2
. B+ - +
73 f(z) = 22° + 4z — 6 (2p. | l
Yl8spéin avautuva paraabeli, nollakohdat -3 ja 1 i 1
C Mo - + -
74 f(z)=4—z—a* 2p. | |
Laskeva kayra, ei derivaatan nollakohtia 72
. DM - +
7.5 f(x) = 3z* + 9z + 6 2p. |
Derivaatta nouseva suora nollakohtana -1,5 25
E fx _ +
76 f(z)=2x—5 2p. )
Nouseva suora, nollakohta 2,5 I B
F
Sx) T~
-2,5
G S - +
Sx) \ —
-15
y Sx) - +
o T~ |

4 CASIO.
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8.Janojen pituudet 12 p.

Tasossa on pisteet A = (—6,—1), B = (—1,11) jaC = (8, —1). valitaan piste X janalta AB, piste Y janalta BC' ja piste
Z janalta AC niin, etta |AX| = |AZ| = a, |BX| = |BY| =bja|CZ| = |CY]| =c.

Muodosta yhtaléryhma luvuille a, b ja ¢, ja ratkaise se.

Kolmion sivujen pituudet ovat AB=a+b, AC=a+c ja BC=b+c. Toisaalta sivujen pituudet
saadaan laskettua annettujen pisteiden koordinaattien avulla. Ratkaistaan naiden kolmen

vhtalon whtaloryhma.

a+b=v (=1-(=6)) 2+ (11-(~1)) 2
ato=y (8—(=6)) 24 (~1-(=1)) 2
bre=v (8—(-1)2+(-1-1D2 |4 p.¢

{a=6, b=7,c=8}

Katso aiempien yo-kokeiden ratkaisut ja muut matematiikan tukimateriaalit osoitteesta

www.casio-laskimet.fi

W
—_ (CCCu«
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9. Afrikan tahti 12 p.

Afrikan tahti -pelissa on 30 pahvikiekkoa: 12 tyhjaa, 5 hevosenkenkad, 3 rosvoa, 4 keltaista topaasia, 3 vihreda smaragdia, 2
punaista rubiinia ja 1 Afrikan tahti -timantti. Pelin alussa kiekot sekoitetaan ja asetetaan nurin pain pelilaudalle, jolloin kaikki
kiekot nayttavat samanlaisilta. Kun pelaaja kaantaa kiekon, se poistetaan pelista. Pelinappuloita liikutetaan pelilaudalla
noppaa heittamalla; pelinappulan sijainti maaraa, minka kiekon voi kaantaa.

9.1 Valitse oikea vaihtoehto. ' 4 p.

Naita vastauksia ei tarvitse perustella. Jos olet aloittanut tehtavaan vastaamisen, mutta et haluakaan jattaa tehtavaa
arvosteltavaksi, merkitse jokaiseen osatehtavaan vastausvaihtoehto "En vastaa.”. Oikea vastaus 1 p., vadra vastaus
0 p., ei vastausta 0 p.

9.1.1 Ensimmainen kdantamasi pahvikiekko on tyhja ja toinen rubiini. ' 1 p.

@® Tapahtumat ovat toisistaan riippuvia.

(O Tapahtumat ovat toisistaan riippumattomia.

(O Envastaa. Rubiinin saamisen tn:een vaikuttaa ensimmaisen kiekon sisalto

9.1.2 Kdantamasi pahvikiekko osoittautuu topaasiksi, ja saat seuraavalla heitolla silmaluvun 4. 1 p.

(O Tapahtumat ovat toisistaan riippuvia.

@® Tapahtumat ovat toisistaan riippumattomia.

(O Envastaa. Heiton silmaluku on riippumaton kddnnetysta pahvikiekosta

9.1.3 Saat heittovuorollasi nopan silmaluvuksi 6 ja vastapelaaja vuorollaan nopan silmaluvuksi 4. 1 p.

(O Tapahtumat ovat toisistaan riippuvia.

@® Tapahtumat ovat toisistaan riippumattomia.

(O Envastaa. Noppien jokaisen heiton silmiluvun todennakéisyys on 1/6

9.1.4 Saat pahvikiekosta rosvon, ja vastapelaaja saa pahvikiekostaan smaragdin. ' 1 p.

Tapahtumat ovat toisistaan riippuvia.

(O Tapahtumat ovat toisistaan riippumattomia.

(O Envastaa. Smaragdin saamisen tn:een vaikuttaa ensimmaisen kiekon sisaltod

° CASIO.
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9.2 Vastaa osatehtdvien 9.2.1-9.2.2 kysymyksiin normaalisti perustellen. ' 8 p.

1. Milld todennakoisyydella saat kahdella heitolla noppien silmalukujen summaksi vahintaan 10? (4 p.)

2. Téhdan mennessa pelissa on kdannetty seitseman tyhjaa, yksi topaasi, yksi rubiini ja yksi rosvo. Milla
todennakdisyydelld seuraavan kdannetyn pahvikiekon takana on joko Afrikan tahti tai hevosenkenka? (4 p.)

1. Kuvataan kahden nopan heittoa Bx6-ruudukon avulla, jossa molempien noppien
silmélukujen summat ovat. Lasketaan suotuisten alkeistapauksien mdadrd eli summa on
10, 11 tai 12 ja jaetaan se kaikkien alkeistapausten maaralld 36. Todennidkiisyys on

6 _1
36 6"
~ 78, 9 10 11 12
a
o 6 7 g8 9 10 11
=2
5 6 7 8 9 |10
4 5 % 7T 8 ‘9

Noppa 1

2. 10 kaannetyn kiekon jalkeen jaljella on 20, joista 5 on tyvhjia, 3 topaasia, 1
rubiini, 2 rosvoa, 5 hevosenkenkds, 3 smaragdia ja 1 Afrikan tahti. Todennakiisvvs

. eis s . 1 5_6_3
saada Afrikan tahti tai hevosenki on ﬁ"'ﬁ_z[]_l[] .

10. Eksponenttijakauma 12 p.

Eksponenttijakaumaa voi kayttaa esimerkiksi hiukkassateilyn tai asiakasvirtojen mallintamiseen. Jakauman tiheysfunktio
(vakiolla A > 0) on

f)\ (:C) — { )\67)\'7", klln X 2 OJ

0 muuten.

Satunnaismuuttuja X noudattaa tita jakaumaa. Maarita todennakoisyys P(X > 7), joka riippuu vakiosta \.

Todennikéisyvs saadaan integroimalla tihevsfunktiota. P(x27)=1-P(x<7). Koska
tihevsfunktio on nolla kaikille %<0, todennikdisyvvs alkaa kertvd wvasta kohdasta x=0
eteenpiin. Kysyvity todennikéisvvs on

7
1- f Ao A% g
0

CASIO ’
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B2-0sa

o Vastaa kahteen tehtavaan.

11. Oikein vai vaarin? 12 p.

7 —2r+1
10

_10D(z® — 2z +1) — (D10)(z® — 2z +1) _ 10D(z® —2z+1) 32 —2
h 102 B 102 10

1. Olivia derivoi funktion f(x) = seuraavasti:

/(=)

Onko paattely oikein vai vaarin? Korjaa mahdolliset virheet. Johda lopputulos myos jollakin yksinkertaisemmalla tavalla.
(4p.)

2. Leo selvittda seuraavasti, kuinka moneen nollaan luku 2000! — 10%°° paattyy:

Kertomassa kerrotaan perakkaisia lukuja ykkdsesta alkaen, joten luvun peraan saadaan nolla aina, kun
2000
10

peradn, jos tulon tekijéind on kahdella jaollinen luku ja viidella jaollinen luku. Kahdella jaollisia lukuja

on niin tihedssa, etta riittad tarkastella viidella jaollisia. Niita on @ = 400. Yhteensa ensimmaisessa

tulee vastaan kymmenen. Kymmenella jaollisia lukuja on tulossa = 200. Liséksi nolla tulee luvun

luvussa on siis 200 4+ 400 = 600 nollaa. Toisessa luvussa on 300 nollaa. Erotuksessa on siten

600 — 300 = 300 nollaa.

Taman jalkeen Leo tarkisti laskimella, ja laskin antoi tulokseksi 5736-numeraisen luvun, joka paattyi 300 nollaan. Tasta
han totesi paatelleensa oikein.

Onko paattely oikein vai vaarin? Korjaa mahdolliset virheet. (8 p.)

1. Olivian lasku on aivan oikein, mutta laskettu osamiardn derivointikaavalla. Kyseessd
ei kuitenkaan ole rationaalifunktio, joten helpompaa on laske derivaatta suoraan
potenssifunktion derivointisddnnélla:

2
. _1 2 _ny_9x°-2
f (x)——lU (3x 2)—710 .

2. Leon perustelu on monin osin virheellinen. Esimerkiksi

a) Nollien lukumadrdd ei voi paatella viahentamaélla luvut toisistaan. Pitad tutkia
kummassa luvussa on vidhemman nollia.

b) Numeerinen vastaus laskimella ei oikeuta johtopaatoksia.

c¢) Kaikki kymmenelld jaolliset luvut ovat jaollisia myds kahdella ja wviidelld, joten ne
tulevat laskettua jo tarkasteltujen viidelld jaollisten lukujen mukana.

d) Viiden monikerrat tulevat lasketuksi kahdesti.

e) Kahdella jaollisia lukuja ei voi rajata tutkimuksen ulkopuoclelle.

’ CASIO
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Virheiden korjaus: Jalkimméiisessd luvussa on 300 nollaa. Ensimmaisessd luvussa on

viidella jaollisia tulontekijoita 20500=400, joista kymmenelld jaollisia on 2[1130

Siis viidelld, mutta ei kymmenelld, jaollisia tulontekijéita on 199. Kahdella jaollisia

=200.

lukuja on joka toinen.

Jos tulontekija on sekd kahdella ettd viidelld jaollinen, mutta ei sisdlldi kymmenen

monikertaa, niin niiden tulo on kymmenelld jaollinen ja lisdd yhden nollan luvun

perdan. Téllaisia lukupareja ovat esimerkiksi 2:x5, 45, B6x5, 8%5, 125, 14%5,
.. 2%15, 4x15, 6%15, 8%x15H, 12%x15, 14%15, ..., 2%25, 4%25, Bx25,

2000! on paljon vli 400 nollaa. FErotuksen nollien maarda on wvihemman nollia sisaltdvan
luvun nollien maara eli 300.

12. Arvioitava integraali 12 p.

Olkoon 1 = 0 kokonaisluku. Todista epayhtald

1
/ sin(mz) (2(1 4+ 2)(1 — )" de <
Jo

SRS

&)

Vihje: Jos f(z) < g(z) valilla [0, 1], niin fé flz)dr < f:] g(x) da.

Tutkitaan arvioitavaa integraalia osissa.

1
f sin () dx
0
2
"
Etsitdan funktion a(1+a) (1-a) suurin arvo integroimisvalilla
fmax (e (1+2) (1-a), ) | 0=£ac=]
{MaxValue= 2+V3 . x=ﬁ}
9 3
Funktio a2 ({1+x) (1-x) saa siis integroimisvililla aina korkeintaan arvon 9 - Voidaan
arvioida
1 2 {243\ 2. 72%3y0 2.( 2 1
i - n — =— —_— =— —_—
fosm-:m) (e (1+a0) (1=2)) dxﬂﬂ*[ : ] ﬂ*[ e ] H*[ 3\@] .
9
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13. Vektorien ristitulo 12 p.
Vektorien @ = a1 + ayj + azE ja b= bei + bqj + bzﬁ ristitulo maaritellaan lausekkeella

ax b= (ayb, —a,by)i+ (aby — a,b,)j + (azb, — ayby)k.
Todista tata lauseketta kayttden seuraavat ristitulovektorin tunnetut ominaisuudet:

1. Se on kohtisuorassa vektoria @ vastaan. (3 p.)

2. Sen pituus on sama kuin vektorien a ja b virittaman suunnikkaan ala. (9 p.)

1. Vektori on kohtisuorassa toista vektoria vastaan, jos ja wvain jos niiden pistetulo on

0. Merkitadn komponentteja ax=a(x), as=a(v), jne. Vektoreiden a ja b

ristitulovektori on

a(x) b(x)
Crossp Ia(y) ] . Ib(y) ]

a(z) b(z)
aly)+bi{z)—alz)+b(¥)
—a(x)+b(z)+a(z)-b(x)

al(x)-bi{v)—-al(v)-b(x)

Ristitulovektorin pistetulo vektorin a kanssa on
alv)-b(z)—a(z)-b(v) ‘ [a(x)“
. )

simplify(dotp[[—a(x)-b(z)+a(z)-b(x) a(y)
al(x)-b(¥)—aly¥)-b(x) alz)
1]

Ristitulovektori on siis kohtisuorassa vektoria a wvastaan.

CASIO.
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2. Vektorin pituuden kaavassa on nelijuuri, joten laskujen vksinkertaistamiseksi
tutkitaan sen toista potenssia. Nyt ristitulovektorin pituuden nelio pitad siis olla
suunnikkaan pinta—alan nelio (sekad pituus ettid pinta—ala ovat epanegatiivisia lukuja,
joten toiseenkorotus ei ole ongelma). Ristitulovektorin pituuden nelit on

((a(x)+b(z)—-a(z)*b(x))) 2+ ((a(x)+b(y)I-aly)+b(x))I 2+ ((aly) b(z)—a(z)b(¥))) 2

(a(x)*b(¥)=aly)b(x))2+(a(x) b(z)-a(z)*b(x)) 2+(aly)b(z)—alz)b(y))?2
expand (ans)

(a(x))2+(b(y))2+(a(x)) 2+ (b(2))2+(a(y)) 2+ (b(x) ) 2+(aly)) 2+ (b(2) ) 2+(a(z)) 2>

Siirretaan wvastaus useammalle riville selkevden wvuoksi (1)
(a(x)) 2+ (b(y))2+(a(x)) 2+ (b(2)) 2+(aly)) 2+ (b(x)) 2

+(a(¥))2+(b(2)) 2+(a(2) ) 2+ (b(x)) 2+(a(z) )2+ (b(y)) 2
=2+a(x)+al(yv)b(x)+b{v)-2:a(x)+a(z)b(x)+b(z)-2-a(v)+alz)+b(y)+b(z)

Toisaalta suunnikkaan pinta—alan nelit saadaan laskemalla

A (suunnikas) 2=|a| 2 19 24in2 (a, b)=|a|2|b|2 (1-cos?(a, b)), missa cos(a,b) on vektorien
a ja b wvalinen kulma. Vektorien viliselle kulmalle on my6s toinen esitys pistetulon ja
vektorien pituuksien avulla, joten suunnikkaan pinta—alan nelille saadaan esitys

. 2 212, 002
A (suunnikas) 2=|a|2|b|2[1—[|:”l;|] ]=|a|2|b|2 |a ||b||2|t()Tl2b)
a

=la|2|b] 2= (a+b) 2=(a-a) (b*b)—(a+b) 2=
a(x) a(x) b(x) b(x) al(x) b(x)

dotp| |a(¥) |, |al(y) | |*dotp| | b(¥) biv) | |-|dotp| |atly) |, [b(¥)
a(z) a(z) bh(z) b(z) alz) b(z)

—(a(x)b(x)+a(y)b(y)+a(z) b(z)) (a(X)) +(a(y)) +(a(2)) (b(x)) +(b(3¢'b
expand (ans)

(a(x)) 2+ (b(¥))2+(a(x)) 2+ (b(2))2+(a(y)) 2+ (b(x) ) 2+(a(y)) 2+ (b(2) ) 2+(a(z)) 2- >

Siirretain vastaus useammalle riville selkevden vuoksi (2)
(a(x)) 2+ (b(y))2+(a(x))2+(b(2)) 2+(a(y)) 2+ (b(x))2

+(a(¥) )20 (b(2)) 2+(a(z)) 2+ (b(x)) 2+(a(z)) 2+ (b(y)) 2
=2«al{x)-a(y)-b(x)-b{y)-2-a(x)-a(z)b(x)-b(z)-2-a(y)-a(z)-b(y)-b(z)

Vertaamalla nditd kahta esitwvsta (1) ja (2) huomataaan, ettd ne ovat identtiset.
Ottamalla neligjuuri molemmista esitvksistd saadaan viite eli ristitulovektorin pituus on
snunnikkaan pinta—ala.

CASIO




