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Lyhyt matematiikka, kevat 2025

FI - Matematiikka, lyhyt oppimaara

19.3.2025

Koe koostuu 11 tehtdvasta, joista vastataan yhdeksaan. Tehtavat on jaettu kahteen osaan. A-osassa on kuusi
tehtavaa, joista vastataan viiteen. B-osassa on viisi tehtdvaa, joista vastataan neljaan. Tehtavat 1-9 arvostellaan
pistein 0-12, ja tehtavat 10 ja 11 pistein 0-18. Kokeen maksimipistemaara on 120 ja sen voi saavuttaa vain, jos vastaa
tehtdviin 10 ja 11.

A-osassa saat kayttaa koejdrjestelman taulukkokirjoja ja perusohjelmia. A-osa palautetaan tehtdvan 6 jdlkeen olevalla
painikkeella. Taman jalkeen A-osan vastauksia ei voi enaa muokata. A-osan palauttamisen jalkeen kaikki
koejarjestelman ohjelmat ovat kaytettavissasi. Voit vastata B-osan tehtaviin myds ennen A-osan palauttamista.

Halutessasi voit tuottaa vastausten tueksi piirroksia, kaavioita tai taulukoita ja liittda niista kuvakaappauksen mihin
tahansa tekstivastaukseen.

Ala jata mitaan merkintoja sellaisen tehtivan vastaukselle varattuun tilaan, jota et halua jattaa arvosteltavaksi.

A-0sa
o Vastaa viiteen tehtavaan.
1. Lyhyita tehtavia 12 p.

Anna tassa tehtavassa pelkka vastaus ilman perusteluja. Vastauslaatikkoon voi kirjoittaa vain yhden kokonaisluvun.

1.1 Ratkaise yhtalé bxr — 17 = 43. 2 p.

r=12

1.2 Mika on lausekkeen —7z? + 2z(4z — 1) arvo kohdassa = = 27 (2 p.

0

1.3 Mik& on pisteiden (—2, —2) ja (1, 4) kautta kulkevan suoran kulmakerroin? (2 p.

2 i
Suoran yhtaloé on

y-4=[(4-(-2))/(1-(-2))]*(x-1)
eli ratkaistussa muodossa
2 y=2x+2

1.4 Mika on edellisen osatehtdvan suoran vakiotermi? ( 2 p.

1.5 Tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat koordinaatiston pisteissa (1, 1} ja (5, 1) . Mikd on huippukulman
x-koordinaatti? ' 2 p.

3

1.6 Mika luku saadaan, kun ensimmadiset 50 positiivista paritonta kokonaislukua lasketaan yhteen, eli kuinka paljon on

143+ +97+997 (2p.

2500

CASIO. !
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2. Yhtald ja lukujono 12 p.

1. Ratkaise yhtéld (z + 3)(2z — 1) = 4. (6 p.)

2. Aritmeettisen lukujonon ensimmainen jasen on 2025 ja viides jasen on 1973. Mik4 on lukujonon sadas jasen? (6 p.)

1. 942 T — _
20 +br—T7T=0&1 1 1 7

2 a5 =(5—1)-d+a; <1973 =4-d+ 2025 < d = —13 , jolloin aygy = (100 — 1) - (—13) + 2025 = 738

—5¢m_—5i9_{1

3. Kokouspalkkio 12 p.

Jarjeston luottamushenkildiden kokouspalkkioita on korotettu viimeksi vuonna 2009. Vuonna 2023 jarjestd paattaa korottaa
kokouspalkkiotaan 30 eurosta 40 euroon. Ansiotasoindeksi oli 2 717 vuonna 2009 ja 3 667 vuonna 2023. Ylittdako
luottamushenkil6iden ansiokehitys tdman jalkeen yleisen ansiokehityksen? Kuinka suuri uuden kokouspalkkion pitaisi olla,
jotta korotus noudattaisi yleista ansiokehitysta?

Lasketaan, kuinka suuri kokouspalkkion pitéisi olla yleisen seuratakseen yleistd ansiokehitystasoa:

—zgfz - 30 =~ 40,49€ Siispi korotus 40 euroon ei yliti yleistd ansiokehitysta.

4. Yhtalotyyppeja 12p.

Lukiomatematiikassa on tdrkeda osata erottaa potenssiyhtdlét ja eksponenttiyhtdlét toisistaan. Yksinkertaistettu potenssiyhtald
voidaan kirjoittaa muodossa 2" = t ja yksinkertaistettu eksponenttiyhtilé muodossa a® = b. Molemmissa
esimerkkiyhtaldissa tuntematon muuttuja on .

1. Anna esimerkki yksinkertaistettua muotoa olevasta potenssiyhtalosta, jossan > 2 ja t # 0 ja jolla on vain yksi ratkaisu.
Ratkaise myds yhtaldsi. (6 p.)

2. Anna esimerkki yksinkertaistettua muotoa olevasta eksponenttiyhtalosts, jossaa > 1ja b > (. Ratkaise myds yhtéldsi.
6p)

1. 2% = 1 « g = 1 toteuttaa annetut ehdot, silli n =3 > 2 ja { =1 # 0 ja yhtéldlld on vain yksi ratkaisu o = 1 .

2. 9% — 1 « g = () toteuttaa annetut ehdot, silld q = 2 > 1 ja h = 1 > () ja yhtélon ainoa juurion = () .

? CASIO.
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5. Pickin lause (12 p.

Aineisto
5.A Kuva: Tasokuvio A

5.B Kuva: Tasokuvio B

Pickin lause vuodelta 1899 liittyy tasogeometriaan ja monikulmioiden pinta-aloihin. Monikulmio on piirretty ruudukkoon niin,
etta sen kaikki karkipisteet sijaitsevat viivojen risteyskohdissa eli hilapisteissa. Lauseen mukaan tietyntyyppisten
monikulmioiden pinta-ala voidaan talldin laskea kaavalla

(%) A:S+§—1,

jossa A on monikulmion pinta-ala ruutuina, .5 on monikulmion sisélle ja&vien hilapisteiden lukumaéré ja /2 on monikulmion
reunalla olevien hilapisteiden lukumaara.

Laske kuvioiden pinta-alat ja osoita, ettd kaava () pitaa paikkansa tasokuvion 5.A tapauksessa, mutta ei pidé paikkaansa
tasokuvion 5.B tapauksessa.

5.A Kuva: Tasokuvio A 5.B Kuva: Tasokuvio B

Lahde: YTL. Lahde: YTL.

Sovelletaan Pickin lausetta molempiin tasokuvioihin, jolloin niiden pinta-aloiksi saadaan

12 . 14
A S+§_1:8+?_1:13 ruutua ja B: S+§_1:9+?—1:15mu‘rua.

Jaetaan tasokuvio A kolmeen osaan (vasen kolmio, yldosan kolmio ja suorakulmio), jolloin sen pinta-alaksi saadaan laskettua
% 2.1+ % -4 -2+ 4 -2 = 13 ruutua. Pickin lause tuotti saman tuloksen.

Jaetaan tasokuvio B viiteen osaan (vasen ja oikea kolmio, yldosan kolmio, erillinen kolmio ja suorakulmio). Pinta-ala on

%.1.4+%.2.3+%.2.1-1-%.1.1-}—2.4:14% ruutua, miké ei vastaa Pickin lauseen tulosta.

CASIO. 3
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6. Klassikko 12 p.

Maéarita esimerkiksi derivaatan avulla polynomifunktion p(x) = x3 — 2% + 2 suurin japieninarvo, kun 1 < ¢ < 2.

Polynomifunktiona p (z) on kaikkialla jatkuva ja derivoituva ja se saa suurimman ja pienimmén arvonsa suljetulla vililld

joko vilin padtepisteissd tai vilille kuuluvissa derivaatan nollakohdissa. Lasketaan derivaatta ja sen nollakohdat:
pz)=3z-2c+1=0sa= Qi— vi—12 ei ratkea, silld diskriminantti on negatiivinen. Derivaatalla ei siis ole

nollakohtia lainkaan. Koska derivaatan kuvaaja on ylospéin avautuva paraabeli eiké silld ole nollakohtia, on derivaatta koko
ajan positiivinen ja itse funktio aidosti kasvava. Niinpi pienin arvo 16ytyy vilin alkupisteestd ja suurin arvo loppupisteesti:

p(1) =13 =12 4+ 1 =1 (pienin arvo) ja p(2) = 2° — 22 4 2 = 6 (suurin arvo).

B-o0sa
@ Vastaa neljaan tehtavaan,

7. Verrannollisuuksia 12 p.

Taydenna virkkeet. Vastauksia ei tarvitse perustella. Oikea vastaus 1-2 p., vaara vastaus 0 p., ei vastausta 0 p. Jos olet
aloittanut tehtdvaan vastaamisen, mutta et haluakaan jattaa tehtdvaa arvosteltavaksi, poista vastauksesi valitsemalla
pudotusvalikosta tyhja rivi.

7.1 Taydenna virkkeet. ' 3 p.

Nopeus | on kaantden verrannollinen |~ [P aikaan, kun matka on vakio. Jos auto kulkee tietyn matkan
2 tunnissa nopeudella 75 km/h, niin se kulkee saman matkan 1,5 tunnissa nopeudella[ 100 [v]*® km/h.

7.2 Taydenna virkkeet. ' 3 p.

Tasasivuisen kolmion sivun pituus [ ei ole suoraan eika kdantaen verrannolli... \v}”’- sen pinta-alaan. Eraan kolmion
korkeus on 3 ¢ ja pinta-ala 8 cm?. Sen kanssa yhdenmuotoisen kolmion korkeus on 9 ¢m ja pinta-ala

(73 [P em?.

7.3 Taydenna virkkeet. | 3 p.

Tuotteen hinta [ on suoraan verrannollinen | ]'P siitd maksettavaan arvonlisaveroon. Jos 180 euroa
maksavasta tuotteesta maksetaan 22,11 euroa arvonliséveroa, niin|[ 240 [w]*" euroa maksavasta tuotteesta
maksetaan 29,48 euroa arvonlisaveroa.

7.4 Taydenna virkkeet. | 3 p.

Muuttujien X ja ¥ tulo XY on vakio, joten muuttujat X ja Y[ ovat kadntaen verrannolliset [v]tP

. Tiedetaan, ettd kun X = 5, niin Y = 7. Talloin X = 10, kun Y =35 [ J?P.

’ CASIO.
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8. Superkuu 12 p.

Kun Kuu on tdydenkuun aikaan lahella kiertoratansa Maata lahimpana olevaa kohtaa (perigeum), sita kutsutaan superkuuksi.
Taman vuosisadan suurin superkuu nahdaan 6.12.2052, jolloin Kuun keskipisteen etdisyys Maan pinnalta on noin

350 000 kilometria. Vastaava etaisyys Kuun kiertoradan kauimpana olevaan kohtaan (apogeum) on noin 401 000 kilometria.
Kuinka monta prosenttia suuremmassa kulmassa Kuu nakyy 6.12.2052 verrattuna pienimpaan mahdolliseen kulmaan? Kuun
sade on 1 737 kilometria.

Katselu perigeumin aikana on asteina

1737 )

— -1
2a=2tan™( 350000

2«0=0.5686968683
ja apogeumin aikana

1737 )

— -1
2B=2tan™ (747000

2+5=0. 4963698083

Lasketaan, kuinka moninkertainen suurempi kulma on pienempain verrattuna:

1737 )
350000
1737
401000

2tan™(

2tan™( )

1.145712045
Superkuun aikana kuu nikyy n. 14, 7% suuremmassa kulmassa maasta katsottuna.

350000

T3
[

CASIO ®
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9. Sahkdsopimukset 12 p.

Aineisto

9.A Taulukko: Sahkdnkulutus ja porssisahkon hinta

Viima on hankkimassa uutta sahkésopimusta. Erds sahkdyhtid tarjoaa seuraavia sopimuksia:
A. kiintedhintainen: 9,80 snt/kwh + 5,99 e/kk

B. kiintedhintainen, jossa huomioidaan kayttévaikutus: 8,99 sntvkWh + kayttévaikutus + 3,99 e/kk.

Sahkdsopimuksessa B esiintyva kayttovaikutus (yksikkdna snt/kWh) lasketaan kuukausittain kaavalla % — Z.Tassa X

lasketaan kuukauden ajalta tuntikohtaisten sahkdnkulutusten si ja tuntikohtaisten pérssisahkén hintojen hy avulla kaavalla

X = 51hy + s2hg + -+ + S7o0hrap.

Nimittdja ¥ on kuukauden kokonaissahkénkulutus ja Z on tuntikohtaisten pérssisdhkon hintojen kg keskiarvo kuukauden
ajalta. Kayttovaikutus voi olla myds negatiivinen.

Viima tarkastelee paattksensa tueksi syyskuun sahkénkulutustaan. Taulukossa 9.A on esitetty syyskuun sdhkénkulutus
tunneittain seka tunteja vastaavat porssisahkon hinnat. Taulukossa otsikkoa seuraavalla rivilla esiintyvat siis muuttujien 81 ja
hy arvot, sita seuraavalla so ja ho ja niin edelleen.

Kummalla sopimuksella Viiman syyskuun sahkélasku olisi ollut pienempi?

Lasketaan kiinteda sopimusta varten perusmaksu + 0,098€/kWh*kulutus paivittain, jolloin kiintedn
sopimuksen hinnaksi syyskuulta saadaan n. 57,48€. Laskut nakyvat korostetun solun osalta
ruudunkaappauksen alareunan laskurivilla.

A B C D E F G F

1 |Tunnit |[Sahkénkulutus k .. Porssisahkon .. Tulo Kiintea [Kavttovaikutuksellinen
2 1 0.65 11.662344(7.58124p7T. 4831|X 2502, 01

3 2 0.65 2.50356/1.62731 Y 525. 44

4 3 0.42 2.45272/1.03014 Z 4.08453

5 4 0.33 2.35228|0.77625 Vaikutus 0. 67722

6 5 0.43 2.234112/1.00668 Hinta 54.7854

7 B 0.39 3.40628|1. 32845

8 i 0.46 9.230744/4. 28142

9 3 0.6 13.89916/8. 33950

10 9 0.84 18.95464(15. 9219

11 10 0.63 24.7938/15. 6201

12 11 0.21 19.941686.18192

13 12 0.29 21.18546.14377

14 13 0.45 14.88| 6.696

15 14 0.42 11.41048(4. 79240

16 15 0.7 11.0236|7.71652

=5. 99+0. 098-sum (B2:B721) v [X

CASIO.
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Lasketaan kayttovaikutussopimusta varten jokaista tuntia ja kulutusta vastaava porssisahkon hinta

sarakkeeseen D:

A B C D E F G F

1 [Tunnit [Sdhkoénkulutus k .. [Porssisahkon ..Tulo Kiinted Kavttovaikutuksellinen

2 1 0.65 11.66344[7.58124]57. 4831 X 2502. 01

3 2 0.65 2.50356/1.62731 Y 525. 44

4 3 0.42 2.45272/1.03014 Z 4.08453

5 4 0. 33 2.35228|0. 77625 Vaikutus 0.67722

6 5 0.43 2.34112/1.00668 Hinta 54,7854

7 6 0.39 3.40628|1. 32845

8 7 0. 46 9.30744/4.28142

9 8 0.6 13.89916/8. 33950

10 9 0.84 18.95464(15. 9219

11 10 0.63 24.7938/15. 6201

12 11 0.31 19.94168|6. 18192

13 12 0.29 21.1854|6. 14377

14 13 0. 45 14.88| 6.696

15 14 0.42 11.41048/4. 79240

16 15 0.7 11.0236|7. 71652

=B2-C2 [v[X
Seuraavaksi lasketaan kayttovaikutuksen laskemiseen tarvittavat X (ylla D-sarakkeeseen
laskettujen kulujen summa komennolla “sum”)

A B C D E F G E

1 [Tunnit [Sdhkoénkulutus k .. [Porssisahkon ..Tulo Kiinted Kavttovaikutuksellinen

2 1 0.65 11.66344|7.58124/57. 4831 X 502,01

3 2 0.65 2.50356/1.62731 Y 525. 44

4 3 0.42 2.45272/1.03014 Z 4.08453

5 4 0. 33 2.35228|0. 77625 Vaikutus 0.67722

6 5 0.43 2.34112/1.00668 Hinta 54,7854

7 6 0.39 3.40628|1. 32845

8 7 0. 46 9.30744/4.28142

9 8 0.6 13.89916/8. 33950

10 9 0.84 18.95464(15. 9219

11 10 0.63 24.7938/15. 6201

12 11 0.31 19.94168|6. 18192

13 12 0.29 21.1854|6. 14377

14 13 0. 45 14.88| 6.696

15 14 0.42 11.41048/4. 79240

16 15 0.7 11.0236|7. 71652

=sum (D2:D721) [v[X

CASIO.
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A B C D E F G E
1 [Tunnit [Sdhkoénkulutus k .. [Porssisahkon ..Tulo Kiinted Kavttovaikutuksellinen
2 1 0.65 11.663447.5812457. 4831 X 2502.01
3 2 0.65 2.50356/1.62731 Y 525. 44
4 3 0.42 2.45272/1.03014 Z 4.08453
5 4 0.33 2.35228|0. 77625 Vaikutus 0.67722
6 5 0.43 2.34112/1.00668 Hinta 54,7854
7 6 0.39 3.40628|1. 32845
8 7 0. 46 9,.30744/4.28142
9 3 0.6 13.89916(8. 33950
10 9 0. 84 18.95464(15. 9219
11 10 0.63 24.7938/15.6201
12 11 0.31 19.94168(6. 18192
13 12 0.29 21.1854/6.14377
14 13 0.45 14.88 6.696
15 14 0.42 11.41048|4, 79240
16 15 0.7 11.0236|7.71652
=sum (B2:B721) [v[X
ja Z (porssisahkon keskituntihinta komennolla “mean”).
A B C D E F G E
1 |Tunnit |[Sahkénkulutus k .. Porssisahkon .. Tulo Kiintea [Kavttovaikutuksellinen
2 1 0.65 11.663447.5812457. 4831 X 2502.01
3 2 0.65 2.50356/1.62731 Y 525.44
4 3 0.42 2.45272(1.03014 Z .08453]
5 4 0.33 2.35228/0.77625 Vaikutus 0. 67722
6 5 0.43 2.34112/1.00668 Hinta 54.7854
7 6 0.39 3.40628/1.32845
8 7 0. 46 9.30744|4.28142
9 3 0.6 13.89916/8. 33950
10 9 0. 84 18.95464(15. 9219
11 10 0.63 24.7938/15.6201
12 11 0.31 19.941686.18192
13 12 0.29 21.1854/6.14377
14 13 0.45 14.88 6.696
15 14 0.42 11.41048(4. 79240
16 15 0.7 11.0236|7. 71652
—mean (C2:C721) v [X

CASIO.




Sovelletaan saatuja lukuja kayttovaikutuksen kaavaan ja lasketaan se soluun G5
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A B C D E F G E
1 [Tunnit [Sdhkoénkulutus k .. [Porssisahkon ..Tulo Kiinted Kavttovaikutuksellinen
2 1 0.65 11.663447.5812457. 4831 X 2502.01
3 2 0.65 2.50356/1.62731 Y 525.44
4 3 0.42 2.45272/1.03014 Z 4.08453
5 4 0.33 2.35228|0. 77625 Vaikutus 0. 67722
6 5 0.43 2.34112/1.00668 Hinta 54,7854
7 6 0.39 3.40628|1. 32845
8 7 0. 46 9,.30744/4.28142
9 3 0.6 13.89916(8. 33950
10 9 0. 84 18.95464(15. 9219
11 10 0.63 24.7938/15.6201
12 11 0.31 19.94168(6. 18192
13 12 0.29 21.1854/6.14377
14 13 0.45 14.88 6.696
15 14 0.42 11.41048|4, 79240
16 15 0.7 11.0236|7.71652
=G2/G3-G4 [v[X

Kayttovaikutussopimuksen hinta saadaan perusmaksu + (0,0899€/kWh+kayttovaikutus) * kulutus,
jolloin sen hinnaksi syyskuulta saadaan n. 54,79€.

A B C D E F G E
1 [Tunnit [Sdhkoénkulutus k .. [Porssisahkon ..Tulo Kiinted Kavttovaikutuksellinen
2 1 0.65 11.663447.5812457. 4831 X 2502.01
3 2 0.65 2.50356/1.62731 Y 525.44
4 3 0.42 2.45272/1.03014 Z 4.08453
5 4 0.33 2.35228|0. 77625 Vaikutus 0.67722
6 5 0.43 2.34112/1.00668 Hinta 4,785
7 6 0.39 3.40628|1. 32845
8 7 0. 46 9,.30744/4.28142
9 3 0.6 13.89916(8. 33950
10 9 0. 84 18.95464(15. 9219
11 10 0.63 24.7938/15.6201
12 11 0.31 19.94168(6. 18192
13 12 0.29 21.1854/6.14377
14 13 0.45 14.88 6.696
15 14 0.42 11.41048|4, 79240
16 15 0.7 11.0236|7.71652
=3. 99+G3-(0. 0899+G5/100) [\/[X

Viiman syyskuun sahkoélasku olisit ollut 2,69€ pienempi kayttovaikutuksen huomioivalla

sopimuksella.

CASIO.
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10. Koulutus 18 p.

Aineisto

10.A Kuva: Koulutettujen ihmisten osuus

Yksi kestavan kehityksen tavoitteista (SDG Tavoite 4.1, lyhenne sanoista Sustainable Development Goal) on tarjota riittava
koulutus mahdollisimman monille ihmisille. Eras tapa arvioida taman tavoitteen toteutumista on tarkastella niiden 25-29-
vuotiaiden ihmisten prosenttiosuutta p(t), jotka ovat opiskelleet vahintdan 12 vuotta. Prosenttiosuuden p(t) kehitys on
esitetty kuvassa 10.A, jossa aika ¢ on vuosiluku.

Logistinen malli on eras tapa ennustaa funktion p(t) arvoja. Sen mukaan
p(t2) = p(t1) + ep(t1)(100 — p(t1)) (t2 — 1),

kun ¢ on malliin liittyva vakio.

1. Mallinnetaan ensin korkean tulotason maiden koulutettujen osuutta. Maarita vakion ¢ arvo niin, etta alkuarvolla
p(1970) = 54 logistinen malli antaa tulokseksi p(2018) = 84. Nama luvut on poimittu kuvan 10.A kayrésta, jonka
otsikko on "High-income". (4 p.)

2. Koko maailman tapauksessa saadaan aikavdlia 1970-2018 kdyttamalla vakion arvoksi ¢ = (0,000404. Kuvassa 10.A
tama vastaa kayrad, jonka otsikko on "Global". Laske logistisen mallin mukainen vuoden 2030 prosenttiosuuden
ennuste kayttamalla vain yhta aikavalia 2018-2030 ja kuvasta 10.A poimittua alkuarvoa. Miten hyvin tulos vastaa
kuvan 10.A mukaista ennustetta vuodelle 20307 (6 p.)

3. Mina vuonna osatehtavan 10.2 logistisen mallin mukaan koko maailman koulutettujen osuus p(t) saavuttaa 75 %:n
rajan? Tutki tilannetta taulukoimalla prosenttiosuuden kehitysta vuoden valein alkaen vuodesta 2018. (8 p.)

10.A Kuva: Koulutettujen ihmisten osuus

100 === == e T ———————————————————
% s 996
.O°f'. 88839 @ High-income: 85%
80 ....,ooo.°;;ge 0088 | @ Eastern Europe and central Asia: 85%
70 .O...Q.0000°.° . 00° I ...O¢ @ North Africa and Middle East: 76%
= ...o"” OQOQOOO W 388000 I @ Southeast and East Asia, Oceania: 72%
S 601575 /}...0 600000000o(:":‘D‘:’e ‘g ....Q @ Global: 61%
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1. Ratkaistaan mallista c:
solve (p(t2)=p(t1)+ckp (t1 ) (100-p(t1) Ik (t2-t1),C)
{ _ —(p(t1)—p(t2)) }
e= 2
(t1-t2)-((pt1))2-100-p(t1))

Sijoitetaan tehtdvan mallin arvot ensin paikoilleen:

o= —(p(tl)-p(t2)) Ip(t2)=84 and p(tl)=54

T (t1-t2)+ ((p(t1))2-100+p(t1) )

_ =5
A4 (12D
Sijoitetaan seuraavaksi aikavidlin vuosiluvut:

= =5 = =
=14 (t1=t2) [t1=1970 and t2=2018

c=0.000251610
2. Kuvaajasta luettuna arvo "Global” on p(2018)=51%. Hyidynnetddn laskukaavaa
p(2030)=p(2018)+0.000404%p(2018)%(100—p(2018))%(2030-2018), jolloin
p(2030)=51+0.000404%51%{100-51)%(2030-2018)

3944697

p(2030)= 62500

3944697
62500

63.11515200
Saadaan siis p{(2030)=63%, joka on n. 2 prosenttivksiktn padssd taulukossa
ennustetusta arvosta 61% ja suhteellinen virhe on noin 3, 5%. Lasketiu luku on melko
tarkka.
(63.11515200-61)/761x100

3.467462295
3. Lasketaan vuotuista muutosta koulutettujen osalta mittaavan funktion
p{t+1)=p(t)+0.000404%p () (100-p(t)) arvoja lukujonon avulla. Lukujonon
mallinnuksesta nahdadn, ettd 75% raja saavutetaan 27. wuotena aloituksen eli vuoden
2018 jélkeen. Talldin on wuosi 2045.

Recursive| Explicit |

M an.i=an+4. 04g-4+an- (100—an)|
a;=51
bnsst O
b,=0
Cnsrs [

Cl=0
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—
n dn
15.0000 64,7347
16. 0000 65. 6570
17.0000 6G6.5679
18. 0000 B7.4670
19. 0000 6. 3538
20. 0000 69. 2277
21.0000 T70.0883
22.0000 70.9353
23.0000 T1.7682
24.0000 T2.5868
25.0000 73.3907
26.0000 T4.1796
27.0000 T4.9534
75.7119
29.0000 T6.4548
L 30. 0000 T7.1821 | ‘l
] B
128 B

Katso aiempien yo-kokeiden ratkaisut ja muut matematiikan tukimateriaalit osoitteesta

www.casio-laskimet.fi
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11. Avaruuslentoja, tekstiviesteja ja muuta mielenkiintoista ' 18 p.

Aineisto
11.A Kuva: Tekstiviestien vastaanottajien lukumaarat ja kirjeiden postimaksut

11.B Kuva: Avaruuslentojen ja sosiologian tohtorintutkintojen lukumaarat

Kuvassa 11.A verrataan kirjeen postimaksua ja tekstiviestin vastaanottamiseen kykenevien yhdysvaltalaisten lukumaaraa.
Kuvassa 11.B verrataan kaupallisten avaruuslentojen ja sosiologian alan tohtorintutkintojen lukumaaraa. Vastaa naiden
aineistojen perusteella seuraaviin kysymyksiin. Tarvittaessa voit mitata kuvista lukuarvoja sopivassa ohjelmistossa.

1. Minka kahden perakkaisen vuoden valilla kirjeen postimaksu muuttui eniten? (4 p.)

2. Mind vuonna kaupallisten avaruuslentojen lukumaara on ollut Iahimpana vuosien 1997-2009 keskiarvoa? (8 p.)

3. Miten kuvissa 11.A ja 11.B nakyy muuttujien valinen korrelaatio? Kummassa tapauksessa on perustellumpaa arvioida,
ettd ilmididen valilla on syy-seuraussuhde? (6 p.)

11.A Kuva: Tekstiviestien vastaanottajien lukumaarat ja kirjeiden postimaksut

Vastaanottajat

Postimaksu

1 1 1 1 1 1 1
2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011

1. Sijoitetaan kuva geometria-sovellukseen ja merkitdan mittausarvoja vastaavat pisteet. Aineisto
on tasavalinen, joten riittaa tutkia, minka pisteiden valilla y-akselin suuntainen muutos on suurin.

nl ¥ Coordinates

A ( -457, -1.50)

B ( -3.23, -1.48)

H(4.61 , 1.30) C ( -1.90,
THA-Kuya: iviesti jienlukuméaarat jakirje (G(3.33, 1.30) —'{ | D

F(2.03,1.30)

E D ( -057,
D | &% F0.74,0.49) N

D(-0.57 , 0.14)
Vst S ((-1.90, -0.70) E ( 074, 0.49)
? r B(-3.23,-1.48)
A(—4.g';,-l.éba doe 207 | 008 2009 sot0 2011 F ( 203, 1.30)
G ( 3.33, 1.30)
H (461, 1.30)

Suurin muutos kirjeiden postimaksuissa nayttaa tapahtuneen pisteiden C ja D osoittamien vuosien
2006-2007 aikana.
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11.B Kuva: Avaruuslentojen ja sosiologian tohtorintutkintojen lukumaarat

Avaruuslennot

Tohtorintutkinnot

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

1. Toimitaan kuten kohdassa 1. ja lasketaan tilastoon piirrettyjen pisteiden y-koordinaattien
keskiarvo, jota verrataan eri vuosien pisteiden y-koordinaattien arvoihin.

¥ Coordinates
I ( -421, 1.17)
J ( -353, -0.07)
K ( -2.80, -0.80)

11,8 Kuvar Avar Tja gian tohtar dt
I(f4.21, 1.17) L(-1.98, 0.56) U(4.43J, 1.15)
R(2.33,-0.28) L ( -1.98, 0.56)
J(_353 s Avaruuslennot 29)
. M ( -1.27, -0.59)
" ( .
K(-2.80 1or@i®0d e, JIN\Q 85.-0.91)
19‘97-19‘;8 19‘99 20 20‘01 ZDIDZ 20‘03 20:)4 2005 20‘06 20:)7 20‘05 20:19 N ( ’0.55) ’0.92)
Q(1.66,-1.57)

0 ( 019, -0.06)
P (091, -1.21)
Q (166, -157)
R ( 233, -0.28)
S ( 305, -0.29)
T ( 385, -091)
U ( 443, 1.15)
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R ( 233, -0.28)
| 5 ( 3.05[ -0.29)
. T (385, -0.91)
- U ( 443, 1.15)
% (1.17 — 0.07 — 0.8+ 0.56 — 0.59 — 0.92 — 0.06 — 1.21 — 1.57 — 0.28 — 0.29 — 0.91 + 1.15)
—0.2038461538 i
|

Lahimmaksi keskiarvoa on pisteen S y-koordinaatti. Tama vastaa vuotta 2007.

Molemmissa kuvaajissa korrelaatio ilmenee siten, ettd ne muistuttavat toisiaan ja nousevat ja

laskevat samaan aikaan ja suunnilleen yhta paljon.

Syy-seuraussuhde on perustellumpaa tekstiviestien vastaanottajien ja kirjeiden postimaksujen

valisessa aineistossa. On hyvinkin mahdollista, etta postimaksut nousevat kun kirjeiden maara

tekstiviestien yleistyessa vahenee. Tai kun postimaksut nousevat, niin ihmiset |ahettavat

enemman tekstiviesteja.

Mitaan riippuvuussuhdetta selittavaa tekijaa avaruuslentojen ja sosiologian tohtorintutkintojen

maaran valilla on sen sijaan hyvin vaikea keksia.
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