Pitkda matematiikka, kevat 2012

Casion fx-CG20 ylioppilaskirjoituksissa apuna

Grafiikkalaskin on oivallinen apuvaline ongelmien ratkaisun
tukena. Sen avulla voi piirtda kuvaajat, ratkaista yhtalot ja
yhtaloryhmat, suorittaa funktioanalyysin ja ratkoa esim.
vektoreihin liittyvia laskuja. Tassa ohjeessa on ratkaistu ne
tehtavat, joissa graafisesta laskimesta on suuri hyoty. wirah 1ol R;c_ursimc

Program  Financial ¥

Natural Textbook Display tarkoittaa sitd, etta voit syottaa
lausekkeet juuri sen nakéisind kuin ne esiintyvit oppikirjoissa ja f &

kokeissa. > @m0
3 i

Kommentteja ja vaihtoehtoisia ratkaisutapoja otetaan mielelldan

an

vastaan tdman tukimateriaalin kehittdmiseksi ja opettajien S

3

~

tukemiseksi! Tatda materiaalia saa hyddyntdaa omassa opetuksessa
ja opiskelijoiden tukemisessa matematiikan opinnoissa.

1. Ratkaise yhtdlot

a) X —x—6=0
i X2 T _g
6 2 9
c) i—g:()
2 x
Ratkaisu: Laskimesta
[ ) [Feal [drc)Real
SolveN(x%2-x-6=0) x_x=3_ T_ ]
9.3} SolveN 6§32 9 0
0 13
6
O
Solveld/dx|d2/dx2 J dx [SolveNINEE Solveld/dax d2/dx2 J dx [SolveNEHE
[d7c] [Feal)
SolveN %_g=0 vastaukset alakohtiin ovat
x
= {-2,2} a)x = —2taix =3
b) x = 1?3
Solveld/dx [d2/dx? J dx [SolveN/IE C)x=—2taix =2
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15 (6Y
2. a) Laske lausekkeen ——{TJ arvo.
4 __j y
b) Laske lausekkeen /6-(3!) —6 arvo.
c) Sievenna lauseke l11%+l112.

d) Sievenna lauseke sin® x + cos* (x + 27).
1

e) Laske integraali j(,\'+1) dx.
0

f) Laske funktion f(x)=4e"" derivaatta kohdassa x = 0.

Ratkaisu: Laskimesta saadaan vastaukset kohtiin a), b), e) ja f). Sen sijaan c) — ja d) —kohdat
ovat symbolista laskentaa ja niiden ratkaisu edellyttdisi laskimelta CAS-toimintoa.

- [dFc] Real
1 ﬁ Bx(3!) -6
3 0
_ 1] D
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.
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3] 8
2 O
-
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Vastaukset ovat

a)—i
b)0
e)%

f)8

CASI o pepe.palovaara@casio.fi



Pitkda matematiikka, kevat 2012

3. Nayta, ettd pisteet 4=(2,1), B=(4.0) ja C =(5.7) ovat suorakulmaisen kolmion karjissa.

Ratkaisu: Kaytetaan Geometry —sovellusta kolmion tarkkaan piirtamiseen. Piirroksen jalkeen
voi tutkia, ettd kulma A on suora. Laskimesta voi katsoa sivujen pituudet ja osoittaa esim.
Pythagoraan lauseella, ettd kolmio on suorakulmainen. Tassa mallissa sivujen pituudet on
sijoitettu muistipaikkoihin A, B ja C.

a0 6.70820393

— : ’ —— - - IH' C. i
g0 [P l[<e 70820393 =

I B e
H"""C' T — | T T '
<2 23606797 B~ l-l<7 07106781 B~
e e
7.07106781%# 07106781 AZ-B2-(2

+ 0.00000
6.70820393-B 0
6.70820393
2.23606797-C
- 2.23606797
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5. Maarita funktion f(x):ﬁ suurin arvo, kun x > 0.

e

Ratkaisu: Funktio on jatkuva ja derivoituva kun x > 0. Laskimesta saadaan

grafiikkasovelluksen avulla funktiolle yksi maksimiarvo suoraan painikkeesta F5 (G-Solv) ja F2

(Max) . Tasta voi tehda johtopaatoksen funktion maksimiarvosta ja laskea sille likiarvon

0,36788 myos laskentasovelluksessa.

Ma th Deal Fi<5] [Reall
rapﬁ Fune Y=
yigln x [—]1
E_=I
Yd [—]

[—]

@mm

[EXE]:Show coordinates
¥Yi=(In x)ax¥
.............. - <
o
dY/dxX=0 MAX
¥=2.T18281824 ¥=0.367870441%2

B HaclDedFis  [dic]Rea

d (In x
dx | x et
0.00000
In e’
1
e
0.36788)

(B |
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6. Ringettejoukkueen kolmen hytkkaajén todenndkdisyydet tehda maali rangaistuslaukauksella
ovat 65 %, 75 % ja 54 %. Kukin kolmesta hyokkadjasta saa yhden yrityksen.
a) Milla todennakdisyydelld ainakin yksi hyokkaaja tekee maalin?
b) Laske rangaistuslaukausmaalien lukumaardn odotusarvo.

Ratkaisu: Sjoitetaan laskujen E==a
yksinkertaistamiseksi annetut 1-((1-P) (1-Q) (1-R))
todennakoisyydet muuttujiin P, Q ja R. n 0.95975

Komplementin kautta kysytty
todennakaoisyys on 1 — P(”Kukaan
hyokkaajista ei tee maalia”).

JUMP JDELETE

Tama arvo laskimesta on n. 0,960.

Satunnaismuuttujan X = “maalien lukumaara”
arvojoukko on {0, 1, 2, 3}. Vastaavat pistetodennakoisyydet ovat laskimesta

[d7c) Real [d7c) Real
1-P) (1-Q) (1-R) P(1-Q) (1-RY+(1-P)Q (1>
0.04025 0.24275
[ O
[d7c) Real [d7c] Real
PQ(1-R)+P (1-Q)R+(1-P& PQR
0.4537H 0.263250
] ]
Téaten, odotusarvo on laskimen mukaan ETA]
, 0x0.04025+1x0.24275+>
n. 1.94 maalia. 1.94000
[

JUMP JDELETE] bMAT J MATH
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Erdassa huippuyliopistossa on 5 000 opiskelijaa, joista yksi sairastuu hiihtolomalta palattuaan
influenssaan. Virus alkaa levitd kampuksella, ja siihen sairastuneiden opiskelijoiden lukumaaraa
kuvaa funktio

fl=—20

[+4999¢

jossa aika = 0 lasketaan vuorokausina ensimmaisesta sairastumisesta alkaen.

a) Luennot peruutetaan, josyli 50 % opiskelijoista on sairaana. Kuinka monen vuorokauden
kuluttua ensimma&isesta sairastumisesta nain tapahtuu?

b) Nayta, ettd f(¢) on kasvava funktio, kun > 0.

¢) Laske }in_1f(r).

Ratkaisu: Funktio f on jatkuva ja derivoituva. Laskimesta saadaan ratkaisuksi a) —kohtaan 11

vuorokauden kuluttua. Laskin ei |6yda grafiikkasovelluksessa funktiolle minimi- eika

maksimikohtia, mika ei todista funktion monotonisuutta, mutta antaa asiasta hyvan kuvan.:

GA
5000 v

SolveN =25

CiVeNl 14999693

. {10.646243

MAT JCOMPLER] CALC | STAT /IS

Raja-arvoa voi tutkia antamalla x:lle isoja arvoja tai seuraamalla kuvaajan pisteita Trace —

toiminnolla. Raja-arvo nayttaa asettuvan 500:een.

[EXE]iShow coordinates
FrE5000S(T+4999(& (-0 g 11 5000
H 1+49993-ﬂ.311ﬂﬂﬂ
5000.00000
L
d¥/d¥=7.0313
_ ¥=4901,106341 = JUMP JDELETE] PMAT J MATH)
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9. Suoran ympyrakartion korkeus on 5.0 cm, ja sen pchjan sade on 2.0 cm. Kartio katkaistaan
niin, ettd yldreunan sdde on 1,0 cm. Taman jdlkeen katkaistun kartion vaippa maalataan sini-

seksi ja sitd pydritetddn kyljellddn paperilla. Maaritd ndin saadun sinisen rengasalueen pinta-
ala yhden neliésenttimetrin tarkkuudella.

Ratkaisu: Yhdenmuotoisista kolmioista saadaan suhdeluvuksi 2,5. Nyt pyordahtdaneen

kappaleen pohjaympyroiden sateet ovat Pythagoraan lausetta soveltaen laskimella v29 ja

@ja kysytty pinta-ala laskimella on %n cm? eli pybristettynd 68,3 cm?.

EEl] el
J29 29 E—n[—“f]
2,(=_5)" 87
jl *[5 2] 2T
[

IEE
ﬂmi—ﬂ[—ég ]
68.32964

O

JUMP JDELETE] PMAT J MATH
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10. Ratkaise yhtaldt
a) 3tan>+3=0
2
b) 2sin®x+3cosx—3=0

Ratkaisu: Koska kyseessa ei ole symbolinen laskin, jaksollinen vastaus jaa saamatta. FX-CG20
ilmoittaa tosin laskijalle, ettd useampia vastauksia I0ytyy ja antaa niista origon ymparille 10
ratkaisun joukon malliksi. Ratkaisut ndyttavat menevan 2m -jaksoissa, joten vastaus a) —

kohtaan on %n +n2m,n € Z.

R eraf)
SolveNiStan i%}+3=u]

33 29 25 5
{'2“*'2“"2“*'§E

O
Solve|d/dx d2/dx2 J dx SolveN/ Il

b) —kohdassa kdytetdan myos SolveN —komentoa, joka ratkaisee kaikki juuret tai jaksollisissa
tapauksissa 10 juuren malliratkaisujoukon. Jalleen laskin huomauttaa, ettda enemmankin
ratkaisuita voi loytya.

B HfRdfs [@ekes)

B Fadfdfs [@k)Re
SolveN(2(sin x)%+3col

WARNING !
More solutions

may exist.
Press: [EXIT]

Solveld/dx d%/dx2 J d2x SolveN/lIE Solveld/dx d%/dx2 J dx SolveN

Ratkaisujoukko on laskimesta paattelemalla

x =n2mtaix = §+n2ntaix=5?n+n2n,nez.

CASI o pepe.palovaara@casio.fi



Pitkda matematiikka, kevat 2012

12. Tuotteen hinta- ja muut tiedot voidaan tallentaa viivakoodiin (UPC = Universal Product Code).

Numeerisessa muodossa viivakoodi on lukujono (d},d,.....dy,), jossa kukin d, €{0,1,2,...,9}.

Viimeinen luku d;, on tarkistusmerkki, joka maaréytyy ehdosta
3dy+dy+ds+d; +dy+dyy)+dy +dy +dg +dyg +dyy +dy; =0 (mod 10).
a) Tuotteen viivakoodi on (1,4,2,6,8.2,5.9,0.3,2.d,,). Miké on tarkistusmerkki d;?

b) Nayta, ettd viivakoodi (1,2.3,4,5,6,7,8,9.1.2,3) on virheellinen.

c) Maaérita b-kohdan oikea koodi, kun tiedetaan, etta virhe on kolmannessa merkissa.

9187654132109 118

Esimerkki viivakoodista
<http:/fen.wikipedia.org/wiki/Barcode>. Luettu 29.3.2011.

Ratkaisu: Laskimella voidaan ratkaista b-kohta, josta paatelma kymmenella jaottomuudesta.

1+3+5+7+9+2)+2+4+5b

105
MOD (Ans, 10) 5
[

LCM [ MOD [HOD.Exp[ IS
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13. Funktioiden f(x)=1-x ja g(x)=3cosx kuvaajilla on kolme leikkauspistettd. Laske niiden

koordinaateille kaksidesimaaliset likiarvot valitsemallasi numeerisella menetelmalla.

Ratkaisu: Muodostetaan annettujen funktioiden erotusfunktio ja lasketaan sille nollakohdat

laskimella kayttamalla Newtonin menetelmaa. Ensin voidaan kuitenkin piirtaa annetut

funktiot ja tutkia ratkaisujen likiarvot kuvaajasta:

[EXE]:Show coordinates

=l-x
3cos ¥

¥=-0.8

TSECT
o8

04078 W=1.88

[EXE]:Show coordinates

=l-x
Jcos x

£=3.63 968

[EXE]:Show coordinates

3cos ¥

¥=1.86

a2a

Newtonin kaavaa varten pitaa derivaatta osata laskea erotusfunktiolle kdsin. Lahdetaan
alkuarvauksesta x = —1. Iterointi suppenee nopeasti ja kolmannen askeleen jalkeen ei

desimaalit enda muutu.

B HatRadMorn] (d7cReal
-1-x
-1
l-x-3cos x .
X" 1+8sin x
-0.89243795

O
JUMP IDELETE

X" 1+3sin x X
-0.8894704079
1-x-3cos X .,
X~ J+8sin x *
-0.8894704079

L]
JUMP [DELETE

Laskimesta pitda vain painaa EXE —nappulaa toistuvasti iteroinnin tarkentamiseksi. Muut
leikkauspisteet saadaan kayttamalla laskimen laskumuistia hyvaksi. Selataan ensimmainen

alkuarvaus esille ja vaihdetaan se ensin arvoon 2 ja sitten arvoon 4:
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B HaiRadMorn] [dic]Red
—

X" 1+8sin x *
1.862364929
x_l—x—Scos X
-1+3sin x
1.862364929

L]
JUMP IDELETE

B FatiRadMorn] [dic]Red)
—

X 1+8sin x *
3.637957968
x_l—x—Scos X
-1+3sin x
3.637957968

L]
JUMP [DELETE

Koska y-koordinaatti lasketaan funktion f(x) = 1 — x mukaan vahentdamalla saadut likiarvot
ykkosestd, niin koordinaateiksi ja tehtavan ratkaisuiksi saadaankahden desimaalin

tarkkuudella (-0,89; 1,89), (1,86; -0,86) ja (3,64; -2,64).
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