Lyhyt matematiikka, kevat 2012

Casion fx-CG20 ylioppilaskirjoituksissa apuna

fx-CG 20
Grafiikkalaskin on oivallinen apuvaline ongelmien ratkaisun ; AT WEND

2 £3 4

tukena. Sen avulla voi piirtda kuvaajat, ratkaista yhtalot ja o~

8

yhtaloryhmat, suorittaa funktioanalyysin ja ratkoa esim. 4 =
vektoreihin liittyvia laskuja. Tassa ohjeessa on ratkaistu ne ‘e I’

Program  Financial ¥

tehtavat, joissa graafisesta laskimesta on suuri hyoty.
Fs) 6 &
Natural Textbook Display tarkoittaa sita, etta voit syottaa
lausekkeet juuri sen ndkoisina kuin ne esiintyvat oppikirjoissa ja
kokeissa.

AWEN

it

Kommentteja ja vaihtoehtoisia ratkaisutapoja otetaan mielelldan
vastaan tdman tukimateriaalin kehittdmiseksi ja opettajien
tukemiseksi! Tata materiaalia saa hyddyntda omassa opetuksessa ja
opiskelijoiden tukemisessa matematiikan opinnoissa.

1. a) Ratkaise yhtdld 7x+3=31.

b) Laske lausekkeen 2a+3b arva, kun a _2 ja 5=1.
a-—->b 2 3
c) Ratkaise yht3lGpari
[2x-y=
|[x+y=8
Ratkaisu: Laskimesta vastaukset kaikkiin kohtiin.
+ 4=
SolveN(7x+3=31) . 2><%+3><%
. 5 7
2 3
T2
[
Solveld/dx|d2/dx2 J dx [SolveNINEE JUMP JDELETE] PMAT JMATH
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B HatRadFormd [dic)Real)
an X+ En Y=Cg
a

1 2 -1 1
2[ 1 1 m}
8
[SOLVE] (RIRIRCIEAREDIT |

Vastaukset alakohdittain ovat siis

a) x =4 b) 72

B HatiRadMorn] [dcReal

An A+ En Y=Cn

]

c)x=3jay=5

2. Kuvissa 1-6 on cheisessa taulukossa mainittujen funktioiden y = F(x) kuvaajat. Kopioi tauluk-

ko vastauspaperiisi ja merkitse siihen, mikd kuvaaja esittds annettua funktiota.

o |2 L]«

X

[

(7Y}

Ve 2|

Kuva

Ratkaisu: Laskimen grafiikka —sovelluksella voidaan piirtaa kaikki kuvaajat. Tdssa on piirretty

erilaisilla vareilla kuvaajat kolmen ryhmissa ja paatelty oikearivi 2,4, 1, 6, 5, 3.

B HatiRadMorn]  [Red

B HafiRadMorn]  [Red
¥

CASIO.

B HatiRadforn]  [Red

Graph Func Y=
Yigx?

1
YZEI

B MathFadMorni [z
Gragﬁ Fune Y=

Y3=x
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3. a) Ratkaise n_.rhtsil.‘:‘-T2 -3 -2

x
b) Ratkaise yhtals 272 =97

Ratkaisu: Laskimen SolveN —komento ratkaisee yhtalot:

E] B Rl
1 1 x
solven| 2 *w 501veni27”‘2—92=u
olve 3 5 - <440 .3616562, -440, 3}
{2} O
0
-'

Jalkimmaiseen yhtdloon laskin tarjoaa useampaa ratkaisua. Tama johtuu siita, etta
laskentatarkkuuden loppuessa esim. x = —440 toteuttaa virheellisesti yhtalon. Oikea
ratkaisu b) —kohtaan on kuitenkin x = 3, mika selviaa sijoittamalla juuri alkuperaiseen
yhtaléon. Ratkaisut ovat siis

a) x =2 b)x =3

Tresithin, ettd otyjelmisto on saatavissa myos
tretokoneelle! Vort Adyttii projektoria tar
dlytaulua yhdessi ofyelimiston Karrssa
lUokkakuoneessa havannollistamaarn laskuja

op/iskeljoille: Lataa Kokelluversio rlmaisekssr

osortteesta hitp. /v edu.casiocom
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. a) Funktion f{x}=%r+b nollakohta on 2. M&3ritd vakion b arvo.

b) Miss3 pisteessd a-kohdan funktion kuvaaja leikkaa y-akselin?
c) Kuinka suuren terdvin kulman a-kohdan funktion kuvaaja muodostaa x-akselin kanssa? An-
na vastaus asteen kymmenesosan tarkkuudella.

Ratkaisu: a)—kohtaan voi ratkaisun hakea
o . . 3
kasin laskemalla, esim. f(2) = 5 2+b=0, SolveN %}(2+x:0]
josta saadaan b = —3. Taman voisi myos [-3}

laittaa laskimeen kadyttamalla muuttujaa x ja O
yhtalonratkaisinta, mutta se saattaisi
aiheuttaa sekaannusta muuttujan x ja

Solve|d/dx d2/dx2 J d2x SolveNIIZE

parametrin b kesken.

Kuvaajan voi piirtaa grafiikka-sovellukseen tai geometria-sovellukseen b) — ja c) —kohtien
ratkaisemiseksi. Valmiista ratkaisuvaihtoehdoista 16ytyy G-Solv -> Y-ICEPT, joka ratkaisee y-
akselin ja kdyran leikkauspisteeksi (0, -3). Kulman likiarvoksi 56,3° saa ratkaistua esimerkiksi
geometriasovelluksen avulla:

[EXE]:Show coordinates Select Display Position

T1=(3.2)x—-3 ¥ /
. . . . =&

¥-ICEPT

£=0
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5. Tarkastellaan funktiota fF(x)=(x+3)(x
a) Laske funktion f(x) nollakohdat.

b) M&3rits derivaatta /().
¢} Laske derivaatan nollakohdat.

—4).

Ratkaisu: Keskimmainen alakohdista vaatii symbolista laskentaa ja onnistuu esim. Casion
FX2.0 Algebra tai ClassPad 330 Plus —laskimilla. Graafinen laskin ilman CAS —ominaisuutta ei
pysty tdahan laskusuoritukseen. Sen sijaan funktion nollakohdat I16ytyvat ratkaisimella

[

B HatiRadMorn] [dc)Real

olveNi(x+3)ix 4))

Solveld/dx d%/dx? J dx SolveN/IIE

2}

Jos laskija tietaa, etta kolmannen asteen polynomifunktiolla on derivaattafunktiona toisen
asteen polynomi ja derivaatan nollakohdat ilmenevat kuvaajassa minimikohtina,
maksimikohtina tai terasspisteina, niin likiarvot derivaatan nollakohdille voi katsoa grafiikka-

sovelluksen paikallisista dariarvokohdista:

[EXE]:Show coordinates

Yi1=({x+3){x2-4)

¥

==

d¥/dX=0

=-2.B27626226

MAX

¥=1.128461081

[EXE]:Show coordinates

Yi1=({x+3){x2-4)

¥

’H;#—— —

d¥/d¥X=0

—f—

MIN

¥=0.6276263084

¥=-13.12846108

jasaadax = —2,53tai x =

CASIO

0,53.
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6. Biologi haluaa arvicida joen leveyttd, jotta hdn voi asettaa kalojen liikkumista mittaavia laittei-
ta jokeen. Han katsoo joen rannalla olevasta pisteestd 4 kohtisuoraan vastarannalla olevaa
pistettd C. Pisteestd 4 hin kaveles 30 metrid alavirtaan pisteeseen B, josta katsotiuna vas-
tarannan piste ¢ ndkyy 50 asteen kulmassa alla olevan kuvan mukaisesti. Laske joen leveys
AC metrin tarkkuudella.

s
4 B ERka

_ X
Ratkaisu: Merkitdan AC = x, jonka jalkeen Sol VENI tan 50 30 ]

laskimella saadaan joen leveydeksi likimaarin 0 {35.75260778}
36 metria (laskimen kulmanyksikkéna

laskuissa on aste).

JUMP JDELETE] PMAT JMATH

7. Henkild |3hettdd sdhkdpostin kahdelle ystdvilleen. Kumpikin ndistd 15hettdd saman viestin 10
minuutin kuluttua edelleen kahdelle uudelle henkildlle, jotka toimivat samoin. Tilanne toistuu
kunkin saajan kohdalla aina samalla tavalla, eikd kukaan saa kyseists sihkdpostia toista kertaa.

Kuinka kauan kestds, ettd 20 000 henkildd on saanut sdhkdpostin? Anna vastaus 10 minuutin
tarkkuudella.

Ratkaisu: Paatelldan jonon muodoksi 1 +2 + 2%+ 23 + ..., miss3 5. jasenen kohdalla on aikaa
kulunut (5-2)*10 minuuttia ja n. jasenen kohdalla (n-2)*10 minuuttia. Laskimen summan
avulla saadaan

[d7c] [Feall
13 14
> (2Y) > (2Y)
H=0 H=0
16383 32767
L O
= ]

Taten summassa on 15 jasentd ja vastaukseksi kymmenen minuutin tarkkuudella saadaan
(15-2)*10 minuuttia = 130 minuuttia = 2h 10 min.

CASI D pepe.palovaara@casio.fi
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8. Naisten hiusten leikkaus maksaa nyt 45 euroa. Kuinka paljon se maksaa kymmenen vuoden
kuluttua, jos hintaa korotetaan vuoden vilein 2.5 %7

Ratkaisu: Laskimella vastaukseksi saadaan E
57,60 euroa. 1.0251%x45

[

57.60380449

| JUMP [DELETEL PMAT IMATH

Lisitietoa, okjelmistopiivityksii ja okjerta
[Bydat Casion opetussivustolta
hEtp./Vedu casio.com
on teke/lld ja valmistuu syksyyrn

2072 mennessi- Sedraa /limorttelua
Dimensiossa ja verkhosivuilla!
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9. Farao Djoser (hallitsi 2667-2648 eaa.) suunnitteli porraspyramidia, jossa on paallekkdin 100
suorakulmaista nelidpohjaista sarmiéta niin, ettd kaikilla on sama korkeus ja jokaisen pohja-
sarmd on 10 % lyhyempi kuin alla olevan pohjasarma. Alimmaisen sarmion tilavuus on
10000 m®. Maarita tallaisen porraspyramidin tilavuus kolmen merkitsevan numeron tarkkuu-

dlella.

Porraspyramidi
<http://fi.wikipedia.org/wiki/Djoser>. Luettu 29.3.2011.

Ratkaisu: Merkitaan alimmaisen pohjanelion sivua x ja korkeutta y. Toiseksi alimmaisen
kerroksen pohjanelion sivu on talléin 0,9-kertainen ja talldin pinta-alojen suhde on

mittakaavan neliona %. g

Tilavuudet muodostavat geometrisen jonon 10000| 1- [ % o
suhdelukuna %. Talldin geometrisen l—i

summan kaavaan sijoittamalla 100 sarmion 1 032631 57891
yhteistilavuudeksi saadaan laskimella n. ] ’

52600 m’.
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10. Maanjdristyksen voimakkuus A lasketaan kaavalla
L44M =log, E-5.24,
jossa E on jdristyksess3 vapautuva energia.
a) Sendain 13helld vuonna 2011 sattuneen jaristyksen voimakkuus oli 2.0, Laske jaristyksessa

vapautunut energia kahden merkitsevan numeron tarkkuudella.
b) Kobessa vuonna 1995 sattuneen jdristyksen voimakkuus oli 6.8, Kuinka moninkertainen oli
Sendain jéristyksessd vapautunut energia Koben jaristykseen verrattuna?

Ratkaisu: Ratkaistaan jaristyksissa vapautuneiden energioiden maarat:

SolveN(l.44x9=]og x> SolveN(1.44x6.8=log
{1.584893192e+18} . {1.076465214e+15}

DEL-LINEIDEL-ALL

Solveld/dx d%/dx2 f d2x SolveN/lIE

ja verrataan naita keskenaan:

Vastaukset tehtavan alakohtiin ovat:

1.584893192E+18

1.076465214+15 I
1472.312501 a) 1,6%10°.
[ b) N. 1500-kertainen.

[ JUMP JDELETEL PMAT IMATH

pepe.palovaara@casio.fi
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11. Levitoimisesn tarvittavassa taikajuomassa on oltava vahintddn 20 hyppysellistd jauhettua le-
pakon siiped ja vahintddn 10 hyppysellistd hdmahadkin seittid. Taikajuomapuodissa on kahta
valmissekoitetta Ascensus ja Sursum. Pikarillinen Ascensusta maksaa kaksi kultarahaa, ja siing
on kolme hyppysellistd lepakon siiped ja kaksi hyppysellistd hamahakin seittid. Pikarillinen Sur-
sumia maksaa kolme kultarahaa. Siind puolestaan on neljd hyppysellistd lepakon siiped ja yksi
hyppysellinen hdmahakin seittid. Kuinka paljon kumpaakin sekoitetta kannattaa levitoijakoke-
laan ostaa, jotta hdn saisi taikajuoman mahdollisimman edullisesti?

Ratkaisu: Merkitddan Ascenuksen maaraa = x ja Sursumin maaraa = y. Muodostetaan lepakon
siiped ja hamahakin seittia vastaavat maarat eri sekoituksissa ja piirretaan ehtoja vastaavat
suorat laskimella.

£

Graph Func Y=
Y180 [—]1]
X280 [—]1]

Leikkauspisteet suorien kesken ja suorien ja akseleiden kesken saadaan laskimesta, esim.
viereisessa kuvassa suorien leikkauspiste on (4, 2).

Sijoittamalla alueen reunan leikkauspisteen koordinaatit (4, 2), (?, 0) ja (0, 10) hinnan

lausekkeeseen 2x + 3y saadaan arvoiksi laskimella

B [EXE]:Show coordinates B
: ' 30
2x2213%0
13.33333333
2x4+3x 2

d

JUMP JDELETE

. .. 40 . . . 20 .
Edullisin hinta on siis ey kultarahaa ja se saavutetaan hankkimalla ainoastaan ey pikarillista

Ascenusta eika lainkaan Sursumia.
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12. Leonardo Pisano (1170-1250), kutsumanimeltin Fibonacci, madritteli noin vuonna 1210 luku-
jonon (f,) kaavoilla

f.=f:=1.- L_j=fﬂ_'__fﬁ_. n=L2...
a) Maarita luvut 75, fi..... fip-

b) Kreikkalaiset kutsuivat lukua o= %[H VJ5)=1.618034 kultaiseksi leikkaukseksi. Sen avulla

saadaan Fibonaccin luvuille kaava
fam—=(@" —(-9)™). n=12
s

M&ytd, ettd kaava on oikea, kun n=1jan=2

. 1
c) Nayts, ettd yhtdlon x~ —x—1=0 juuret ovat @ ja ——.
P

Ratkaisu: Laskimen lukujonojen avulla a-kohtaan saadaan kysytyt lukujonon jasenet ovat 2,
3,5,8,13,21,34 ja55.

[d7c[Real [d7c][Real
Recursion
An+2 & A8n+1 +A8n [—]1] n+2 an+2
B 3] 13

7 21

8 a4

m BB 9

SEL+S]DELETE] TYPE [n.an-] SET Jif3:INa] DELETE [GPH-COM[GPH-FLT]

b-kohtaa varten sijoitetaan kultaisen leikkauksen suhdeluku muistipaikkaan A laskun
nappailyn helpottamiseksi ja lasketaan silla Fibonaccin lukujonon kaksi ensimmaista jasenta
kaavaan sijoittamalla.

B Hath)DeglFornd [d7]Real E HathBedMorml [dic)Real
1+J5
2
1445 1 2 -2
420 L (A2-(-A
1 5 e (A= (A7)
—E(Al—(—!&}_l) 1

[
DELETE JUMP JDELETE] PMAT JMATH ]
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C-kohdan ratkaisu laskimella

SolveN(x%-x-1=0) A T
6—0.6180339887,1.618b 1 1.618033989
A
- -0.6180339887
Solveld/dx [d2/dx? J dx [SolveN/INEN Solveld/dx [d2/dx? J dx [SolveN =N

eli yhtalon juuret ovat kysytyt luvut ¢ ja —é.

13. Simeoni osti Saapasnahkatornin 12 000 eurclla ja teetti siihen mydhemmin 4000 euron pe-
ruskorjauksen. Yksitoista vuotta mydhemmin han myi sen Juhanille 42 000 eurolla. Voitosta
on maksettava 30 % pddomatuloverca. Verottaja tulkitsee voitoksi summan, joka saadaan,
kun myyntihinnasta vihennetddn ostohinta ja peruskorjauskulut. Toisaalta Simeoni voi myds
halutessaan kdyttdd ns. hankintameno-olettamaa. Talldin myyntihinnasta vdhennetdan 20 %,
jos on omistanut tornin alle 10 vuotta, ja 40 %, jos on omistanut yli 10 vuotta. Mitdan muita
vihennyksid ei saa tehda. J3ljelle j3neestd summasta maksetaan 30 % p&3omatuloveroa.

a) Paljonko Simeonille j3& myyntihinnasta verotuksen jalkeen, kun hin valitsee edullisemman

vaihtoehdon?
b) Mik3 olisi sellainen myyntihinta, ettd Simeoni maksaisi kummassakin verotusvaihtoehdossa

yhtd suuren veron?

Ratkaisu: a) —kohdassa Kannattaa kayttda hankintameno-olettamaa, jolloin Simeonille jaa

34440 euroa.

b) -kohdassa ratkaistaan yhtalé x — (x — 12000 — 4000) * 0,3 =x — x * 0,6 * 0,3
laskimella ja saadaan verotuksellisesti samaksi myyntihinnaksi 40000 euroa.

E Gubdfn] GOE E Gubdfn] UG
_Eﬁﬁﬁ_Tﬁiﬁﬁﬁ‘lznnn > SolveN (x— (x—12000-40>
34200 {40000}
42000-42000%0.6x0. 3 [
84440
N
Solve|d/dx d2/dx2 J dx [SolveNIl=

CASI o pepe.palovaara@casio.fi



Lyhyt matematiikka, kevat 2012

14. Vuorokauden keskildmpdtila maaliskuussa on erddlld paikkakunnalla normaalijakautunut niin,
ettd odotusarvo on 4,0 °C ja 90 % wvuorokautisista keskilimpdtiloista on 2,0 °C - 6,0 °C.

Laske keskilampdtilan keskihajonta.

Ratkaisu: Nyt ylarajan 6,0 alle jaa 95% lampdtiloista, joten normitetuksi ylarajaksi saadaan
laskimella 1,64485363.

B Dedbornd (dic)Real B Degorml [dic)Real
Inverse Normal Inverse Normal
Data :Variable xInv=1.64485363
Tail :Lef't

Area :0.956

g . |

L : 0

Normituskaavasta voidaan laskimella ratkaista keskihajonnaksi n. 1,2. Kaytetaan
normituskaavassa keskihajonnan kohdalla symbolia x merkitsemaan tuntematonta.

SolveNi B'D;Aﬂ . 644

{1.215913662}

O

Solveld/dx|d?/dx? J dx [SolveN[IlZ

15. a) Maarita yhtalan

: 3
sin(2y+47) =£
ratkaisut valilld x =[0°,90°].
b) M&&ritd a-kohdan yhtalon kaikki ratkaisut.
Ratkaisu: Laskimella a-kohtaan 28°ja 58°ja [d=] Reall

b-kohtaan 28°+ n-180° tai 58° + n-180°.

d2/dx? J dx [SolveN/IN=N
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