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Pitka matematiikka, syksy 2019

Tiivistelma

Syksyn 2019 séhkdisten yo-kokeiden ratkaisut ClassPad Managerilla laskettuina. Laskujen
tiedostot ovat ladattavissa Casion tukisivuilta osoitteesta https://www.casio-laskimet.fi
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Pitka matematiikka, syksy 2019

Hyva lukija,

Kadessasi on jarjestyksessaan toinen sahkdinen matematiikan yo-koe. Kokeen rakenne oli
entiselldaan ja jokaisen tehtavan maksimipistemaara oli 12. Aiempaan tapaan A-osassa
opiskelijoiden kaytossa oli vain kaavaeditori ja B-osassa lisdksi laskinohjelmat. Tehtavissa oli
hyédynnetty myos tehtadvia havainnollistavia aineistoja.

Tama vihkonen on ladattavissa pdf-muodossa ja kaikki tehtdvien ratkaisut ovat saatavilla myos
ClassPadin tiedostoina (.xcp) Casion kotisivuilta. ClassPadin tiedostot aukeavat suoraan eActivity -
sovellukseen kaksoisklikkaamalla. Tiedostoja voidaan hyddyntaa myos esim. Abitti-kokeissa,
tehtavien palautuksessa sahkoiseen oppimisymparistoon tai jaettuun resurssiin (pilvipalveluun).
Tukesi l6ytyy osoitteesta

http://www.casio-laskimet.fi

Casio Academy - videot soittolistalla

Casio tukee opiskelijoita matkalla ylioppilaiksi Casio Academy
toiminnalla. Nyt paivitetysta YouTuben soittolistasta |6ytyy jo CASIO
yli 30 yo-tehtdvan ja esimerkin malliratkaisut reaaliajassa

ratkaistuina videoina. Linkki soittolistaan on Academy
https://bit.ly/casio-academy

ClassPad-perhe

Abitti-kokeen B-osan tehtavissa oli tata koetta ratkoessa kdytdssa ClassPad Manager, jolla taman
vihkon ratkaisutkin on laadittu. Casion uusi selainpohjainen CAS-ohjelma ClassPad.net sopii jo
hyvin sahkoisten kokeiden ratkaisemiseen, matematiikan opettamisen valineeksi ja - ennen
kaikkea - matematiikan hahmottamiseen ja oppimiseen. Tutustu uutuuteen osoitteessa

https://classpad.net/

Mukavia hetkia sahkoisten yo-kokeiden ratkaisujen parissa!

Espoossa 24.9.2019

Nordic School Coordinator
Casio Scandinavia

CASIO.



http://www.casio-laskimet.fi/
http://www.casio-laskimet.fi/
https://bit.ly/casio-academy
https://classpad.net/

Pitka matematiikka, syksy 2019

A-o0sa

Ratkaise kaikki tdaméan osan tehtavat 1-4.

1. Kolmio (12 p.)

Suorakulmaisen kolmion kateettien pituudet ovat 350 ja 1 200. Kirjoita kohdissa 1.1.-1.3. pelkat vastausten
lukuarvot annettuihin vastauskenttiin, Al perustele taman tehtavan vastauksia. Tassa tehtdvassa ei voi kayttaa
kaavaeditoria. Kunkin vastauksen maksimipituus on 10 merkkia.

1.1. Kolmion pinta-ala on (4p.)

1.2. Kolmion hypotenuusan pituus on (4p.)

1.3. Kolmion hypotenuusaa vasten piirretyn korkeusjanan pituus on (4p.)
1. Kolmio

1.1. Kolmion pinta—ala on %*35 0x1200=210000 pinta—alavksikkéoa.

1.2. Hwpotenuusan pituus on ¥ 350 2+1 2004=1250 pituusyksikkia.

1. 3. Hwpotenuusalle piirretty korkeusjana jakaa suorakulmaisen kolmion wyhdenmuotoisiin

kolmioihin. Verrannon avulla saadaan %=%, josta korkeusjana h=336

pituusvksikkoi.

2. Derivaatta ja integraali (12 p.)

Maarita seuraavien funktioiden derivaattafunktiot tai integraalifunktiot ja kirjoita pelkat vastaukset annettuihin

vastauskenttiin. Al3 perustele tdman tehtavan vastauksia.

2.1, Kun f(x) = 4x + 3, niin f'(x) = (3p.)

22 kun f(x) = x* + x?%, niin /'f(x) dx = +C.(3p)
2.3. Kun f(x) = 2x — 1)7, niin f'(x) = .3p)

24 wun £(x) = 12 sin(3x), niin / fx)dx = +C.(3p)

CASIO ’
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2. Derivaatta ja integraali

2. 1. Polvnomifunktion derivointisdannolla vastaus on 4.

2. 2. Polynomifunktion integrointisddannéllda vastaus on %x4+%x3+0.

2.3. Yhdistetyn funktion derivointisdannslla vastaus on 7(2x—1)8*2=14(2x—1)8.
2.4. Yhdistetvyn funktion integrointisddnnélldi muokataan sisafunktion 3x derivaatta 3
kertoimeksi funktion eteen. Koska kertoimena on jo 12=4%3, niin Kkerroin 4 jaa
integraalifunktion kertoimeksi. Vastaus on —4cos{(3x)+C.

3. Pistetulo (12 p.)

Maarita kaikki tason vektorit i, jotka toteuttavat ehdot

(3i+%j)-u=3 ja u-u=25.

3. Pistetulo

Merkitaan wvektoria u=ai+bj, missi i ja ] ovat x— ja v—akselin suuntaiset
vksikkovektorit ja a ja b reaalilukukertoimet. Pistetulot laskemalla saadaan vhtaldpari

%a+%b=3 4 o
. Ylemmaisti vhtilosta saadaan 3a+4b=15 © a=5-—+b. Sijoitetaan

3
aZ+ph2=25 a,b
40, 186

2
tami alempaan yhtaloon: [5—%1)] +h2=25 & 25- b+ b2+p2-25=0 &

25
9

25, 40 _4 & b=0 tai 25b=120 © b=0 tai b=2=.

b( g P73 5

b—%)ﬂ] € b=0 tai

Sijoitetaan saadut b:n arvot vhtalton a=5—%b, jolloin vastaavat a:n arvot ovat a=5

.= 4.24_T75-96_ 21__ 7
tai a=5 3*5— 5 — 15— 5"

Vektori u=>5i tai u=—%i+%j.

CASIO
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4. Eksponentti- ja trigonometriset funktiot (12 p.)
Maaritellaan f(x) = " * kunx € R.

4.1, Maarita funktion f(x) suurin ja pienin arvo. (6 p.)
4.2. Osoita, etta

f(JC) > el—COS x

kaikilla0 < x <

[STE
o
©

4. Eksponentti— ja trigonometriset funktiot

4.1. Koska —-1=%sin{a)=1 ja x€R, niin sin{x) saa kaikki arvot wvaliltad [-1,1].
Eksponenttifunktio on aidosti kasvava, joten se saa kaikki arvot valilta

1

e 1<t (x)sel. Pienin arvo on siis e~ ja suurin e.

4.2, eSin () >e 1-cos(x) © sin{a)21l-cos{x) koska aidosti kasvava funktio

sailyttda suuruusjarjestvksen € sin(x)+cos(a)=1. Tarkasteluvalilla [0, % 1 pitee

sin(::lr:)Z(sin(:Jlr:))2 ja cos(x)Z(cos(x))z, Jjoten

sin(a)+cos ()= (sin(x)) 2+(cos(::|r:) ) 2=1. mot.

Harjoittele tuleviin kokeisiin Casio Academy -videoiden avulla. Linkki soittolistaan on
https://bit.ly/casio-academy

Casio Academy
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B1l-osa

Ratkaise kolme tehtavista 5-9. Tassa osassa saat kayttaa kaikkia koejarjestelman ohjelmia ja omaa laskintasi,
kun olet palauttanut A-osan vastaukset.

5. Polynomiepayhtald (12 p.)

Ratkaise epayhtalé x* — 2x% — 11x + 12 > 0. Voit kayttaa esimerkiksi laskinohjelmistoa. Selita sanallisesti
(enintaan 1 000 merkilld), miten polynomifunktion tulomuotoa p(x) = (x — a)(x — b)(x — ¢) voidaan kayttaa
epayhtélon p(x) > 0 ratkaisemiseen, kuna < b < c.

5. Polynomiepivhtilo

Laskimella

solve (a3 —2a2-11a+12=0, x)

{x=-3, x=1, x=4}
Polvnomi voidaan jakaa tekijdihin nollakohtiensa avulla. Korkeimman asteen termin
kerroin tulee tulomuodon kertoimeksi ja jokainen tulontekija on muotoa (2x—2c), missa
xi on polynomin nollakohta.

Esim. tehtidvin polvnomin tulomuoto on 1-(x+3) (a—1) (x—4). Tulomuodon tekijbista
voidaan muodostaa merkkikaavio. Nyt kaikki tekijat ovat ensimmaistd astetta ja niiden

kuvaajat ovat nousevia suoria. Tekijdiden merkit vaihtuvat wvain nollakohdissa:

tekija merkki —3 merkki 1 merkki 4 merkki

x+3 - | + | + | +
x-1 - | - | + | +
x-4 - (I | - | +
tulo - | + | - | +

Tulon avulla epdyhtalon p{a)Z0 on tosi niilla lukuvileilla, joissa tekijdiden tulo on
positiivinen tai nolla eli kun —3%£x<1 tai a=4. Sovellettuna wvleiseen tapaukseen
pla)=(x—a) (x-b) (x—c)=0, missi a<b<c, vastaukseksi saadaan a=x<h tai x=c.

° CASIO.
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6. Kaksi paraabelia (12 p.)

Anna esimerkki kahdesta paraabelista, joilla on tasmalleen yksi sivuamispiste; sivuamispiste ei saa olla
kummankaan paraabelin huippupiste. Anna paraabelit muodossa y = ax? + bx + c.

6. Kaksi paraabelia

2

Valitaan ensimmaiseksi paraabeliksi y=x<“ ja lasketaan sille kohtaan xa=1 piirretyn

tangentin vhtidlé (paraabelin huippu on origossa).

Koska '=2a, niin tangentin kulmakerroin kohdassa a=1 on 2%1=2, Kun a=1, niin

=1 2=1 ja tangentin vhtilo on »-1=2(xa-1).

Koska paraabelit sivuavat toisiaan tangenttipisteessd (1, 1), tama tangentti on myos
toisen paraabelin tangentti kohdassa x=1. Ti&std saadaan ehdot 3'(1)=2 ja piste (1,1)
on paraabelin piste.

Sovelletaan ehtoja paraabelin vleiseen muotoon y=ax2+bx+c, muodostetaan ehdoista
vhtaldpari ja ratkaistaan se:

Zax(1)+bh=2
1=a% (1) 24bx (1)+c|a, b,

{a=a, b=—2+a+2,c=a-1}
Valitaan a=—1, jolloin paraabeli aukeaa alaspdain. Talléin b=—-2%(-1)+2=4 ja
c=—1-1=—2. Toisen paraabelin huipun a—koordinaatti on derivaatan nollakohdassa:
¥=2x+4=0 €& x=2 eli tangentti ei kulje huipun kautta.

2

Paraabelien vhtalot ovat y=x< ja y=—x2+4x—2.

H O L) s Mmom -] @
T T T T T T

I L¢80

Lo
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7. Satunnaispolynomit (12 p.)

Toisen asteen polynomissa x> — nx + n esiintyva luku 1 arvotaan heittam3ll3 tavallista 6-sivuista noppaa ja
polynomissa x? — mx + m esiintyva luku m arvotaan heittimall3 8-sivuista noppaa, jonka silmaluvut ovat
1,2, ..., 8. Kuinka suurella todennakdisyydella ainakin toisella polynomilla on kaksinkertainen nollakohta?

7. Satunnaispolynomit

2. asteen polvnomilla on kaksinkertainen nollakohta, silloin kun polynomi on binomin
nelio. Tallgin diskriminantin on oltava nolla. Tutkitaan, milld lukujen n ja m arvoilla
diskriminantit saavat arvon nolla:

(-n) 2-4%1%n|n=1
(-n) 2—4%1%n|n=2
(—n) 2—4x1%n | n=3
(-n) 2—4%1%n|n=4
(-n) 2—4%1%n|n=5

(—n) 2—4%1%n | n=6

8—sivuisen nopan osalta tulee kaksi tutkittavaa wvaihtoehtoa lisid:

(—m) 2—4%1%m | m=7

(-m) 2—4%1%m | m=8

P(™ainakin toisella polynomilla on kaksinkertainen nollakohta™)
=1-P{”kummallakaan polvnomilla ei ole kaksinkertaista nollakohtaa™)

15, 7_13
=l=g*g=4g"

Tukimateriaalit ja tuotetiedot |6ytyvat palvelevilta kotisivuiltamme

https://www.casio-laskimet.fi

CASIO.
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8. Suuria lukuja (12 p.)

Mitka luvuista
111111111, 222222222 ja 333333333
ovat jaollisia yhdeksalla?
Onko luku
‘l 1 ] ] ] 1 1 1 ] 111111 111 + 222 222 222222 222 222 + 333 333 333333 333333

jaollinen yhdeksalla? Perustele vastauksesi.

T8. Suuria lukuja

Luku on vhdeksalla jaollinen, jos sen numerociden summa on vhdeksallda jaollinen.
1+1+1+1+1+1+1+1+1=9 on jaollinen wvhdeksalla.

24242424242424+242=18 on 2%9 eli jaollinen wvhdeksalli.

3+3+3+3+3+3+3+3+3=27 on 3%9 eli jaollinen vhdeksalla.

Saman voi todeta laskemalla jakojaannokset modulo 9:
mod{111111111,9)

mod (222222222, 9)
mod (333333333, 9)

Jos luku on whdeksalla jaollinen, my6s sen positiiviset potenssit ovat jaollisia
vhdeksalli. Niinpa 111111111k on jaollinen vhdeksalla kaikille positiivisille

kokonaisluvuille, etenkin luvulle k=111111111. Samoin 2222222221'I ja 333333333k
ovat jaollisia luvulla vhdeksdn.

Kolmen vhdeksalld jaollisen luvun summa on vhdeksalla jaollinen, joten kswvsytty luku

111111111111111111 4999999999222222222  3493222333333333333 ) hdeksilla
jaollinen.

CASIO.
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9. Kaanteisfunktio (12 p.)

Tarkastellaan funktiota /: R — R,
X
1+ x|

flx) =
9.1. Osoita, etta funktio f on aidosti kasvava, ja maarita sen arvojoukko tarkastelemalla raja-arvoja
lim f(x) ja lLim f(x).
X——00 X—00

(6p.)
9.2. Muodosta funktion f kaanteisfunktion f~! lauseke. (6 p.)

9. Kaanteisfunktio.

X x20
+
9.1. f(x)=ﬁ= 1: Funktio on kaikkialla maaritelty, silld nimittajalla
X <0
l—x’x

ei ole nollakohtia. Lasketaan toispuoleiset derivaatat osafunktioista:

e T ) 1220
e (123 ) 10

Kun xz0: (x+1)2>0, joten >0 ja ensimmainen osafunktio on aidosti

(ac+1) 2
kasvava.

Kun 2<0: (x—1)2>0, niin >0 ja toinen osafunktio on aidosti kasvava.

(x—1)2
Pisteessd a=0 funktion lausekkeiden raja—arvot ovat

i (12
a0+ + 1TX

Lisdksi f(0)=0, joten funktio on jatkuva origossa. Taten koko funktio f{a) on
aidosti kasvava koko reaalilukujen joukossa.

CASIO.
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Lasketaan raja—arvot, kun pienenee ja kasvaa rajatta:

lim [L]
X —00 1+|x|

lim [L]
o S L] 1+|x|

Funktion arvojoukko on siis w€]-1,1[. Tama arvojoukko on kainteisfunktion
madrittelyjoukko.

9. 2. Funktion kaanteisfunktion lauseke saadaan ratkaisemalla funktion lausekkeesta
muuttuja a ja tekemalld muuttujanvaihto:

solve(y=ﬁ, a) | x=0

solve(y=ﬁ,x) | 240
s
v+1

Siis kaanteisfunktio on f'(x)= x = = missi x €

1-1, 1L.

— X N
[!]Yl— 1+|X| —1

% ,_ -

M v3=x N
L ly4:d
_|¥5:0

CASIO.
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B2-osa

Ratkaise kolme tehtavista 10-13. Tassa osassa saat kayttaa kaikkia koejarjestelman ohjelmia ja omaa

laskintasi, kun olet palauttanut A-osan vastaukset.

10. Pomppiva pallo (12 p.)

Pomppivan pallon korkeutta lattiasta kuvaa tietokonepelissa funktio

25 | sin(x)|
x+3

., xz0,

h(x) =

kun x on pallon vaakasuoraan kulkema matka ja #(x) on pallon korkeus metreind. Kuinka moni pomppu on yli

metrin korkuinen?

10. Pomppiva pallo

Koska —1<sin{x)<1, niin 0<|sin{x)|£1. Osoittajan suurin arvo on titen 25. Lauseke

ei voi saada arvoa 1 suurempaa arvoa, kun nimittdja on suurempi kuin 25 eli

x+5>25, josta saadaan a>20. Koska 20-0=g.366... niin vilille 0Sx<20 sopii 6

sinifunktion paikallista maksimikohtaa. Siis 6 pomppua on ¥li metrin korkuisia.

W¥1=25-abs(sin (x) )/ (x+5) | 0<x<30

(1.4162,3.5439)

(4.6087,2.5878)

: : (7.7759,1.9508)
......................................................... g (10.333,1.556)
.............................. . : (14.085,1.3081%
(1 .234,1.12%&

10535028 BampaaTEe)

x

e & 4 & & 7 8 § 1011 12 13 14 15 15 1Y 1§ 19 20 21 22 23 21 25 25 27 23 29
Maksimi
uc=29.816416 ye=0. 7177561
B

8 CASIO.
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11. Newtonin menetelma (12 p.)

Aineisto:
11.A Kuva: Funktion kuvaaja

Toisinaan Newtonin menetelma ei suppene kohti haluttua nollakehtaa, vaan juuttuu kahden eri pisteen valille: on

olemassa sellaiset pisteeta ja b, ettd a # b, x»,_1 = aja xp, = bkaikillen > 1.

Esita tilanne graafisesti funktion 11.A kuvaajan tapauksessa ja maarita pisteiden a ja b likiarvot. Voit tehda piirto-
ohjelmalla merkintoja kuvaan 11.A ja liittaa sen vastaukseesi. Selita sanallisesti, missa tilanteessa edella mainittu

ilmio esiintyy.

Ti11l. Newtonin menetelma
Jumiutuminen kahden pisteen valille johtuu siita, ettd kohtaan ac=a piirretty tangentti
leikkaa a—akselin kohdassa a=b ja kavrin kohtaan a=b piirretty tangentti leikkaa

x—akselin kohdassa a=a.

Kuvassa tdllaiset pisteet ovat n. ax=%1.8.

CASIO 13
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12. Summan arviointi (12 p.)

Aineisto:
12.A Tiedosto: Pylvaat

Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Osoita, etta

127 o R 127,
T(ﬂ—]) SZK STH

k=n

Voit kayttaa aineistoa 12.A tehtavan tilanteen hahmottamiseksi, mutta tama ei ole valttamatonta ratkaisun
kannalta. Muista myos, etta pelkat kokeilut eivat riita matemaattisen vaitteen perusteluksi.

Ohessa aineisto arvolla n=3:

n==23
-

20 1

60 4

40 4

20 A

_z0o 4

_40 4

_60

—so

T12Z. Summan arviointi

6

Kyseessd on kavran v=x- ja x—akselin rajoittaman alueen approksimaatio ala— ja

vlasummien avulla. Merkitdan f (X)=x6. Kaikilla vhden mittaisilla osavaleilla [k-1, k]
funktion f{x) arvot ovat wvilin minimin f{k-1) ja maksimin f(k) rajoittamassa
lukuvilissa, koska f(x) on aidosti kasvava funktio positiivisille luvuille x.

1 CASIO.
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Siis (k-1) 6 < f(x) = 1{6 . Integroidaan kaksoisepidvhtals osavalilla [k-1,k]:

K 5 K Ko
] (k-1) Bdx s] F(x)dx s] k6dx
k-1 k-1 k-1

K
(k—1) Bxk—(k=1) B (k—1) s] F(x)dx € kOxk—kBx(k-1)
k-1

k
(k—-1) Bx (k- (k=1)) sf f(x)dx € kOx(k—(k-1))
k-1

K
(k-1)6 < ] f(x)dx < k® Merkitasn titi kaksoisepiyhtiloa (i).
k-1

Lasketaan alasummat ensimmaiseen epavhtaloon ja sovelletaan yllaoclevaa tulosta (i)
arvioitaessa lauseketta vlospain:

Zn Zn

6 k o s .
> ( (k-1) ) < > ] fi{x)dx | (lasketaan kaikki vhden mittaisten osavalien
k=n+1 k=n+11! k-1

2n

2n g 1 7_7
muodostamat alasummat vhteen) = ] f(x)dx = ] x-dx = ?((2n) -n ] =
n+l1-1 n
137117

Lasketaan wvastaavasti vlasummat toiseen epavhtaldon ja arvicidaan sita alaspain
tuloksen (i} mukaan:
Z2n-1 Z2n-1

6 k o ey s .
z (k ) = z j fi{x)dx (lasketaan kaikki vhden mittaisten osavilien
k=n k=n \' k-1

Z2n-1

muodostamat yldsummat yhteen) = j x8dx = %((211_1)7_([1_1)'?) 5
n-1
Hamn"-o-07) = 1e"a-17-a-»7) = 2 a-n7.
2n-1 2n
siis, 2L-17 < % (k) 2 (-18) < 12047,
k=n k=n+1
2n 2n-1 2n-1
Koska > (-1)8) = X (&8), nin 2T -1)7 s 3 (k8)s 12747,
k=n+1 k=n k=n

CASIO
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13. Joukon alkioiden summa (12 p.)

Tarkastellaan joukkoja
A; = {0}, A3 ={1,2}, A3 ={3,4,5}, A4 =1{6,7,8,9}, ...

Joukossa Ay, onsiis k alkiota, jotka ovat perdkkaisia kokonaislukuja ja joista pienin on yhta suurempi kuin joukon
Aj—1 suurin alkio. Joukon alkioiden summa tarkoittaa sita, etta joukkoon kuuluvat luvut lasketaan yhteen.
Esimerkiksi joukon A5 alkioiden summaon3 +4 4+ 5 =12,

Maarita joukon Ag alkioiden summa seka joukon A9 alkiciden summa. Muodosta yleinen polynomifunktio
P(k), joka antaa joukon Aj, alkioiden summan kaikillak = 1,2, 3, ...

T13. Joukon alkioiden summa

Joukko As={10,11,12,13,14} ja As~={15,16,17,18,19,20}, joten joukon AG
alkioiden summa on 15+16+17+18+19+20=105.

Joukon A, ensimmiinen alkio on kokonaisluku 1+2+3+...4n-1. Esim. joukon Ag
ensimmainen luku on 1+2+3+4+45=15. Lasketaan 2018 ensimmaiisen kokonaisluvun
summa aritmeettisen lukujonon summana:

2018

> (k)=2037171
k=1

Joukko Azp1s=12037171,2037171+1, ..., 2037171+2018} ja sen alkioiden summa on
2037171+2018

> (k)=4115085420.
k=2037171
a+k-1 k-1
Funktio P({(k)= z {n), missd a= Z {m) antaa joukon Al alkioiden summan.
n=a m=1

Muutetaan tidma polynomiksi:
k-1 k2 K
(m)=T. Sijoitetaan timid summalausekkeeseen:

m=1
2_
k 5 K k-1 . .
> {n) =k z_k . Polynomi on P(k)=k 2_k .
i
n=Eok
2

CASIO.




