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Pitkda matematiikka, kevat 2022

FI - Matematiikka, pitka oppimaara

23.3.2022

Koe koostuu 13 tehtavasta, joista vastataan kymmeneen. Tehtdvat on jaettu kolmeen osaan. A-osassa on nelja
kaikille pakollista tehtavaa. B1-osassa on viisi tehtdvad, joista vastataan kolmeen. B2-osassa on nelja tehtdvaa, joista
vastataan kolmeen. Kaikki tehtavat arvostellaan pistein 0-12, joten kokeen maksimipistemaara on 120.

A-osassa saat kayttaa koejarjestelmassa olevaa taulukkokirjaa ja perusohjelmia. A-osa palautetaan tehtavan 4
jalkeen olevalla painikkeella. Taman jalkeen A-osan vastauksia ei voi enaa muokata. A-osan palauttamisen jalkeen
kaikki koejarjestelman ohjelmat ovat kaytettavissasi. Voit vastata B-osien tehtaviin myos ennen A-osan
palauttamista.

Useimmissa tehtavissa kaikkien osatehtavien vastaukset kirjoitetaan samaan vastauskenttaan. Jaottele vastauksesi
osatehtavien mukaisesti. Halutessasi voit tuottaa vastausten tueksi piirroksia, kaavioita tai taulukoita ja liittaa niista
kuvakaappauksen mihin tahansa tekstivastaukseen.

Al& jata mitadn merkintdja sellaisen tehtdvan vastaukselle varattuun tilaan, jota et halua j4tta4 arvosteltavaksi.

A-osa
© Vastaa neljasn tehtavain.

1. Perustehtavia 12 p.

Kirjoita taman tehtavan vastauskenttiin pelkdt laskujen lopputulokset ilman valivaiheita ja perusteluja. Jokaisen kohdan
vastaus on kokonaisluku.

Tehtdvassa ei voi kayttaa kuvakaappauksia eika kaavaeditoria. Kunkin vastauksen maksimipituus on 5 merkkia. Vastaukset
arvostellaan tietokoneavusteisesti ja ohjeiden noudattamatta jattaminen voi johtaa pistevahennyksiin.

1.1 Polynomin p(x) = x? — 6 suurempi nollakohta on 2 p.

r =6

1.2 Funktion f(x) = 2% — 2% + 1 arvo kohdassaz = 2on [ 2p.

@) =[5

1.3 Funktion f(z) = 23 — x° + 1 derivaatan arvo kohdassaz = 2on (2p.
f(2) =1z

1.4 Yhtalén 5% = 25 ratkaisuon (2 p.

k=7
5 ) 2 —1 )
Funktion f(z) = 1 [ja-arvo kohdassax = 4on (2p.
lim f(z) = 8
r—4

1.6 Maarité lausekkeen z® + larvo, kunz? +1=26jaz < 0. 2p.

*+1=[-124

; CASIO.
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2. Useita ratkaisutapoja 12 p.
Yhtaloita ratkaistaessa kdytetdan usein osittelulakia eli kerrotaan sulkeet auki tai otetaan yhteinen tekija;
4z +1) =4z +4
on esimerkki sulkeiden auki kertomisesta ja
dr+4=4(x+1)
on esimerkki yhteisen tekijan ottamisesta.
1. Ratkaise yhtalo
(2rx+4+1)(z—6)=0
ja yhtalo
2y+1(y—6)=—6
eri tavoilla niin, etta toinen yhtalo ratkaistaan kertomalla sulkeet auki ja toinen niin, etta sulkeita ei kerrota auki. (6 p.)
2. Ratkaise yhtalo
5(72 —2) + 7(Tx — 2) = 12
ja yhtalo
B(Ty—2)+7(Ty+2) =12

eri tavoilla niin, etta toinen yhtald ratkaistaan kertomalla sulkeet auki ja toinen niin, etta sulkeita ei kerrota auki. (6 p.)

1. Ratkaistaan ensimméinen yhtélo kertomatta sulkeita auki tulon nollasdédnnolla
1
(23:+1)(a:—6):O¢}2x+1:0\/1‘—6:0®x:—5\/m:6
ja toinen yhtéld kertomalla sulut auki

11
(2y+1)(y—6):—6<:>2y2—11y:0<:>y(2y—11):04(:>y:0\/y:7

2. Ratkaistaan ensimmaéinen yhtilo kertomatta sulkeita auki ja ottamalla yhteiseksi tekijéksi (7x - 2)
3
5(Te —2)+T(Tr—2)=12= (Tz—-2)6+T)=12Tr—-2=1<z= =
ja toinen yhtald kertomalla sulut auki

2
5(Ty—2)+7(Ty+2) =124 35y — 10+ 49y + 14 = 124 84y = 8 > y = —
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3. abBA-tehtava 12 p.
1. Sievenni lauseke (a® + v/2ab + b%)(a® — V/2ab + b%). (6 p.)
2. Funktiosta
f(z) = Ae* + Bcos(3z)

tiedetadn, etta f(0) = 4ja f/(0) = 5. Maarita vakioiden A ja B arvot. (6 p.)

1. Kerrotaan suluf auki ja yhdistetddn samanmuotoiset termit

(a2 +4/2ab + bz) (a,z —+/2ab + bQ)

= a' —/2a3b 4 a®V* + 20%b — 2a°0° + 2ab® + a*V? — /2ab® + b = a4+ B!

2. Tehtdvin ehdoista saadaan
fO)=A-e*"tB.cos(3-0)=A+B=4

ja
f(0)=2A4-€*" —3B.sin(3-0)=24=5= A= g /\B:4—g:g

4. Polynomit 12 p.

Polynomien f(x) = (z — 2)(z 4 2)(x — 1) ja g(z) = —2(x — 2)(z + 2)(x + 1) kuvaajat leikkaavat toisensa kolmessa
pisteessa (2,0), (—2,0) ja (xg, yg), missda —2 < zq < 0.

1. Méaarit leikkauspiste (xg, 4o ). (4 p.)

2. Laske polynomien kuvaajien véliin jagvan alueen pinta-ala valilla [0, 2]. (8 p.)

1. Midritetddn leikkauspisteen x-koordinaatti asettamalla funktiot vhtésuuriksi
f@)=g@x)=z—2)(z+2)(z—1)=-"2(x—-2)(z+2)(z+1)exz—1=—-2x—2

1 1 1 1 140
= —1 = —— = Un = = | —— 2 R 2 _ 1) = —
o Gr=—gi=n=w=f@) (3+)(3+)(3 ) 27

Leikkauspiste on siis

. 1 140
wn) — [ -2 2 —9
(I():yﬂ) ( 37 27) ) <$D<0

2. Polynomina erotusfunktio g(x) - f(x) on jatkuva kaikkialla. Vililld [0, 2] f{1) = 0 < g(1) = 12 eiké vililld ]0, 2[ ole
funktioiden yhteisid pisteitd, joten pinta-ala saadaan méérdtyn integraalin avulla vhdessé osassa

2 2 2
A:f g(:r)—f(:c)(ﬂz:] —3$3—z2+4z+4dz! (—%m’l—%13+2m2+4m)
0 0

3 1 8 4
= 23 492.2244.2-0=—12—-+848=—
1 3 + + 3+ + Bpay

4 CASIO.
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B1-0sa

@ vastaa kolmeen tehtavaan.

5. Monivalinnat 12 p.

Valitse oikea vaihtoehto. Vastauksia ei tarvitse perustella. Oikea vastaus 1 tai 2 p., vaara vastaus 0 p., ei vastausta 0 p.

5.1 Kaikissa suunnikkaissa lavistajat 1 p.

puolittavat toisensa [v]

5.2 Kuutiossaon ' 1p.

[ 6 tahkoa, 8 karked ja 12 sarmaa | v

5.3 Suora, jolla on ympyran kanssa kaksi yhteista pistetta, on ympyran 1 p.

_sekantti | v]

5.4 Paraabeli muodostuu niista tason pisteista, jotka ovat yhta etaalla kiinteasta suorasta ja paraabelin ' 1 p.

polttopisteesta [v]

5.5 Kun vektori, joka ei ole nollavektori, kerrotaan pituutensa kaanteisluvulla, saadaan vektorin (1 p.

kanssa samansuuntainen yksikkévektori |V}

5.6 Avaruuden kolme eri pistetta ei koskaan maaraa yksikasitteista 1 p.

palloa

5.7 Kun a ja b ovat reaalilukuja, niin epayhtdld a < b toteutuu tdsmalleen silloin, kun 2 p.

e
A
i
<]

5.8 Polynomi (z? + 5x + 1)(z + 3) derivoidaan. Mika on derivaatan arvo pisteessa 07 (2 p.

16 [v]

5.9 Tiedetdan, ettd * = 100. Mitéd voidaan sanoa luvustaz? 2 p.

B<z<d]v]

CASIO. 5
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6. Ympyra kohtaa paraabelin 12 p.

Taman tehtdvan voi ratkaista likimaaraisesti ohjelmistolla. Tall6in perusteluiksi riittdvat kuvakaappaukset tai selitykset, joista
ilmenee, mita on tehty. Tehtdvan voi myoés ratkaista algebrallisesti laskemalla.

Olkoon r > (). Paraabeliy = z2 jaympyra x? + (y — 2)2 = 7% sivuavat toisiaan kahdessa pisteessd. Maarita paraabelin ja
ympyran valiin jdavan alueen pinta-ala. Anna vastaus kahden merkitsevan numeron tarkkuudella.

=2

kivrien leikkauspisteiden lovtamiseksi. Sijoittamalla

x24(y-2)2=r2|y

Ratkaistaan vhtalopari |y

vlemman wvhtilon arvo alempaan saadaan y+(y—2)2=r2 eli y2—3y+4—r2=0. Koska paraabelilla ja

vmpyralla saa olla vain kaksi sivuamispistetta, pitad vhtalolla olla vain vksi ratkaisu eli sen
diskriminantin pitda olla 0.

solve ( (=3) 2—ax1x(4-r2)=0, r)

sr=2

.

b2
mm

Koska r esiintyy vhtilossa vain parillisessa potenssissa, voidaan jatkolaskuun valita r=

Sijoitetaan arvo vhtadloon ja ratkaistaan siita v.

solve(y2—3y+4—r2=0, ¥) Ir=g
et
y 2 L ) y 2

Vastaavat x—koordinaatin arvot sivuamispisteille ovat
solve (y=x2 $X) Iy=%

[(=08 Y5

-z T2
Ratkaistaan vmpyran vhtilé vin suhteen integrointia varten.
2

solve(x2+(y—2) 2=[§] Y V)

_V-aexZ47 oV -aexZ47
y= 2 +2,v= 2 +2

Kysytty alue jaa vmpyran alemman puoliskon ja paraabelin viliin, joten sen suuruus on

V6

2 g2
f #+2—X2dx

V6

2

—T-Sin"[ 42]
7 ). 546
4 o1

ans

0.9912628082

Vastaus: Pinta—ala on n. 0,99 pay.

° CASIO.




Pitkda matematiikka, kevat 2022

7. Makeismatematiikkaa 12 p.

1. Makeispussissa on 22 salmiakkimakeista ja 19 hedelmdmakeista. Eeri ottaa pussista kolme makeista. Milla
todennakoisyydella kaikki kolme ovat hedelmamakeisia? (6 p.)

2. Kaikki Eerin ottamat makeiset olivat hedelmdmakeisia, jolloin makeispussissa on jaljelld 22 salmiakkimakeista ja 16
hedelmamakeista. Kuura ottaa nyt pussista viisi makeista. Milla todenndkdisyydella naiden viiden makeisen joukossa on
vahintadn yksi salmiakkimakeinen ja vahintaan yksi hedelmamakeinen? (6 p.)

1. Suotuisten alkeistapausten mdiard on 3 hedelmamakeista sisaltivien osajoukkojen lukuméaira
nCr(19, 3) jaettuna kaikkien 3 makeisen osajoukkojen lukumaaralla nCr(41, 3) eli

nCr(19, 3)
nCr(41, 3)

0.09090056285

Vastaus: Todenndkéisyvys on n. 0, 09.

2. Todennakoisyvs saadaan laskemalla eri vaihtoehtojen summa. Salmiakkimakeisten (s) ja
hedelmamakeisten (h) madrien suotuisat alkeistapaukset (s,h) ovat (1,4), (2,3), (3,2) ja
(4,1) ja kaikkien viiden makeisen osajoukkojen alkeistapausten maara on nCr(38,5).

nCr(22, 1ynCr{16, 4)+nCr(22, 2)%nCr{16, 3)+nCr (22, 3)*nCr{16, 2)+nCr (22, 4)*nCr{16, 1)
nCr (38, 5)

0.9388335704

Vastaus: Todennidkdisyys on n. 0, 94.

cASl o, LaS kl m et Yritys Opettajan tietopalvelu Lehdistotiedotteet

Opettaja & koulu v Vanhemmat & koululaiset v Ajankohtaista Yhteystiedot Toimistolaskimet I

Kouluun

TUOTTEET

TUOTTEEN YLEISKUVAUS

Koululaskimet ja niiden hyvaksynnéat seka naihin sopivat
ohjelmistot nykyaikaiseen opetukseen.

Katso tista ¥

www.casio-laskimet.fi
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8. Jatkuva mutta ei derivoituva funktio 12 p.

Anna esimerkki jatkuvasta funktiosta f: R — R, joka ei ole derivoituva kohdassa z = 1. Perustele erotusosamaaran

flz) — (1)

xr—1

avulla, miksi funktio ei ole derivoituva kohdassa & = 1. Perustele lisaksi funktion jatkuvuus.

Valitaan funktio, jonka kuvaaja visuaalisisesti ajateltuna on wvhtendinen kaikkialla, mutta joka

<

tekee mutkan kohdassa x=1. Esimerkiksi funktio f (x)=|)1(’i;i on tallainen. Osafunktiot ovat
polynomeina kaikkialla jatkuvia ja derivoituvia, joten tarkastellaan kohtaa x=1 tarkemmin
erotusosamairan % avulla.

. [ x—1 ]

lim T].
x>1-1X

. [ 1-1 ]

lim | ——
x>1+ 1 X71

Koska erotusosamaarin toispuoleiset raja—arvot eivat ole samat, el funktio ole derivoituva
kohdassa x=1. Tarkastellaan wvield funktion jatkuvuutta kohdassa x=1.

lim (x)
¥>1-

lim (1)
x>1+

derivaattaa kohdassa x=1.

Koska funktiolla on raja—arvo 1 kohdassa x=1 ja funktion arvo f(1)=1 on sama kuin raja—arvo,
on funktio jatkuva myts kohdassa x=1. Niinpad f(x) on kaikkialla jatkuva funktio, jolla ei ole

1

v=f(x)

8 CASIO
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9. Ympyra ja numeeriset menetelmat 12 p.

Tarkastellaan yksikkdympyran ensimmaisessi neljdnneksessé sijaitsevaa osaa, eli ehtojen 0 < o < 1ja0 <y <+/1 —z°
maaraamaa aluetta B. Arvioidaan alueen B pinta-alaa puolisuunnikassaannélla ja keskipistesaannolla. Keskipistesaanto
tarkoittaa suorakaidesadntéa, jossa suorakaiteen korkeus maardytyy osavalin keskipisteen mukaan.

Valitse kolme seuraavista vaitteistd, ja selvita, ovatko ne tosia vai epatosia:
 Viite 1. Keskipistesaannélla voidaan saada arvio, joka on suurempi kuin alueen B todellinen pinta-ala.
* Viite 2. Keskipistesdannélla voidaan saada arvio, joka on pienempi kuin alueen B todellinen pinta-ala.
¢ Viite 3. Puolisuunnikassdannélla voidaan saada arvio, joka on suurempi kuin alueen B todellinen pinta-ala.
¢ Vaite 4. Puclisuunnikassaannolla voidaan saada arvio, joka on pienempi kuin alueen B todellinen pinta-ala.

Muista my&s perustella vastauksesi.

Viaite 1: Tarkastellaan vhden jakovialin tapausta, jolloin valin keskipiste on % ia

keskipistesdannossd tarvittava suorakulmion korkeus on vksikkoyvmpyrdd rajoittavan kaaren arvo

1. 112_/3_v3 . . .
kohdassa 3 eli 1—[5] =12 - Verrataan keskipistesdannon antamaa pinta—alan arviota

tarkkaan arvoon:
V3 =
1x R
0.08062724039
Koska erotus on positiivinen, antaa keskipistesaantd todellista arvoa suuremman pinta—alan. Tama
viite on tosi.

2

Viitteet 3 ja 4: Yksikkévmpyraa 1. neljinneksessa rajaava kaari v=v 1—x“ on vlospidin kupera,

silla sen toinen derivaatta on aina negatiivinen:

2
simplify(d—( 1-x2 ) )
dx2

-1
3
2
(—X2+1)

-V =x2+1
(x+1)2.(x-1)2
Tallgin sen ensimmainen derivaatta on aidosti vaheneva ja kiyran jokainen piste on tangenttinsa

simplify (ans)

alapuolella sivuamispistettd lukuunottamatta.

Niinpa jokainen puolisuunnikassainnossa kavtetty kaaren pisteiden vhdvsjana on aina
vksikkovympyran sisdpuolella. Jokaista jakovalida vastaava puolisuunnikas antaa lilan pienen arvion
pinta—alalle, joten mwv0s niiden summa riippumatta jakovalien maardstd antaa liian pienen arvion.

Viite 3 on epatosi ja samalla viite 4 on tosi. Esim. vhden jakovilin tapauksessa
puolisuunnikassaantd antaa pinta—alan arvioksi suorakulmaisen kolmion, jonka kateetit owvat

pituudeltaan 1 ja pinta—alan arvio on pienempi kuin todellinen pinta—ala: %(%20, 79.

CASIO ?
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B2-0sa

@ vastaa kolmeen tehtavaan.

10. Veistos 12 p.

Aineisto
10.A Kuva: Veistos

Puistossa sijaitseva veistos on rakennettu kdyttaen rautatankoja geometristen muotojen sarmina kuvan 10.A mukaisesti.
Veistoksen ylaosa on pyramidi ja alaosa on suorakulmainen sarmid, jonka pohja on nelién muotoinen. Tiedekeskuksen pihalle
on tarkoitus rakentaa vaakasuoralle alustalle samanmallinen veistos, jossa sarmion kehikkoon kuuluu myos pohjanelion
sivutangot (kuvassa pohjanelid ei ole nakyvissa). Uuden rakennelman pitaa toteuttaa seuraavat ehdot: rakennelman
sisatilavuus on 21 kuutiometria ja yldosan (pyramidin) korkeus on puolet alaosan korkeudesta. Mika on tahdn rakennelmaan
tarvittavan rautatangon pienin mahdollinen kokonaispituus I.?

Tehtavéssa oletetaan, ettd rautatangon koko pituus L voidaan kayttad rakennelmaan. Liitoksiin kaytettavaa materiaalia ei
tarvitse ottaa huomioon. Anna vastaus metreind kahden merkitsevan numeron tarkkuudella.

Merkitaan pohjanelidn sivua x ja suorakulmaisen sarmion korkeutta 2h, jolloin pyramidin korkeus
on h. Muodostetaan kappaleen tilavuuden lauseke ja ratkaistaan siita toinen muuttujista:

sdve(21=x2*2h+%*xth,h)

Tarvittavan rautatangon pituus funktiona L on

2
define L(x)=8x+4x2h+4xfh2+[1§ix]

Sijoitetaan tdhdn edella ratkaistu hin arvo, jotta paastaan vhden muuttujan funktioon:

9
L(x)l{h=———}
X2

done

o 2.(x6
gones 2 2(x2+162)+j%_
X X

Kysytty pienin arvo saadaan funktion L{x) miniminid {(x>0):

w50
2 2(x2+162)+E%JIX>U

X X

fmin (&«x+

1 1
{Ranahm=2-183-(J§+6).x=183}
1
2183 +(V3+86)
40.52741123

Vastaus: Rautatankoa tarvitaan vahintaan 41 metria.

10 CASIO.
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11. Mitka vektorit? 12 p.

1. Tason vektorit @ ja b toteuttavat yhtéléparin

{(a—i—b)-(a—b) =2
2a-a+3b-b=5.
Maadrita vektorien @ ja b pituudet. (5 p.)
2. Osatehtavan 1 vektorit a ja b toteuttavat lisaksi yhtaléparin
VA N !
(}, . b T —
10
_ . 1
b-(V3i—7) = —.
G

Merkitaan vektorien @ ja b valista kulmaa symbolilla ¢ ja vektorien \/gz —jja b valista kulmaa symbolilla 8. Maarita
kulmien ¢ ja € suuruudet. (5 p.)

3. Maarita kaikki mahdolliset vektorit a, jotka toteuttavat osatehtavien 1 ja 2 ehdot, kun b= —% j,l (2p.)
L

1. Ratkaistaan tehtavdn vhtalopari. Merkitaan vektoreita kirjaimilla a ja b.
(a+b)+(a—b)=2 ara—b-b=2 3asa—3b+b=8
2a+a+3b+b=5 lal, Ib] 2a-a+3b-b=35| |a], |b] 2a+a+3b-b=5

2_11 - /1L
Ial _5 Ial_ 5

lal, Ibl

{5a-a=11 o o
b+b=a-a-2 lal, |bl |b|2=£_2 |b|=‘/1
5 lal >0, |b]|>0 5 |lal, Ib]
Vastaus: Vektorien pituudet ovat Ial=—g5 ja Ibl=§.

2. Kivtetddn vektorien walisen kulman méadritelmia pistetulon ja wvektorien pituuksien avulla.

Vil

__ab _ 10 _1 —ert¢ Ly_pne
cos((p)—ilal bl < cos(@) 7‘/%*@ < cos(p) 2 < p=cos (2) 60°.
5 5

1
cos(8)= ;ﬁi_‘i).b € cos(8)= ‘f?g 2] 005(8)=% < 8=cos‘1(%)=60°
I3 2e 1) 2% b 2"

Vastaus: Molemmat kulmat ¢ ja & ovat B60°.

3. Merkitian kvsvttyd vektoria a=xit+yj ja b=0i—%j, missd i jJa j ovat akselien suuntaiset

vksikkovektorit. Ehdoista saadaan

2_.2,.2.11 . . 1 V11 Y1l =y_=¥35
la] “=x“+¥v =35 ja a*b= v,gy— 10 © y= 10 *(=/5)= 0 -

EE 1 2
Sijoittamalla saatu y:n arvo ensimmaiseen yvhtaléon saadaan x2+[_135] =15—1
2_11_55 . {165 _,v1B5
€ X*=%5"700 € H 100~ 10

V185 . —V/55 .

. ; o i L
Vastaus: Vektorit ovat a=t 10 I 10 1

CASIO H
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12. Pascalin kolmio 12 p.

Aineisto

12.A  Animaatio: Pascalin kolmio

Pascalin kolmion sisélla jokainen luku saadaan laskemalla yhteen kaksi sen ylapuolella olevaa lukua (ks. animaatio 12.A).
Jokaisen rivin reunimmaiset luvut ovat ykkosia.

Rivilla n kohdassa k olevalle luvulle kéytetdan merkintaa p,, ;. Pascalin kolmion luvut maaritellaan rekursiivisesti asettamalla
Pro = Pnrn = Lkaikillan > 0ja

Pnk = Pn—1k + Pr1k-1,
kunn > 2jal < k < n.Huomaa, ettd indeksien n ja k numerointi alkaa nollasta.

Osoita induktiolla, etta Pascalin kolmion rivilla n olevien lukujen summa on 2% eli

N2
Z Pnk = 2",
k=0

12.A Animaatio: Pascalin kolmio

0
Induktion alkuaskel arvolle n=0: 2 (P, k) =Pg, 0=1=2 0 . Alkuaskel on tosi.
k=0
n
Induktio—oletus arvolle n=0: > (pn,k)=20.
k=0
n+1

Induktioviite arvolle n+l: 2> (Pnetsk) =2n+1 .

Todistetaan induktiovaite tutkimalla summalauseketta ja hvodyntamalla induktio—oletusta.

n+l

> (Pnss k) on Pascalin kolmion rivin n+1 lukujen summa, joka saadaan rivin n vierekkiisten
k=0

lukujen summana. Koska jokaisen rivin ensimmainen ja viimeinen jasen on 1, saadaan summa
muotoon

n+l n n n
Z (Pn+s ) =1+ z (Pns k-1tPn, k) +1=pn, n+ Z (Poyk-1)+ z (PnsLk)+Pn,o
=0 k=1 k=1 k=1

n n
= (pn, 1)+ 2 (Pn, k), joka on induktio—oletuksen nojalla 20+2n=20F1
k=0 k=0

Koska alkuaskel pitaa paikkansa ja induktioviite on todistettu, pitad vaite paikkansa kaikille
n=0,1,2,...

= CASIO.
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13. Korkea-asteinen polynomi 12 p.
Tarkastellaan polynomia
Plx) =z —(z—n)(z—n+1)(z+n—1)(z+n),
missd 1 > 0 on kokonaisluku ja & on reaaliluku.
Osoita, ett3 polynomilla P(z)
1. on ainakin yksi nollakohta (4 p.)
2. on korkeintaan 2n — 1 nollakohtaa (4 p.)

3. ei ole nollakohtaa zg > n. (4 p.)

1. Tutkitaan polyvnomia arvoilla n=1, 2, 3, jotta siitd saadaan jonkinlainen kasitvs.
n=1: P{x)=

expand(x3—(x—1)*xzk(x+1))

n=2: P(x)=
expand (x°— (x—2) % (x—1) %k (x+1 )k (x+2) )
5exS—4ex
n=3: P{x)=
expand(x7—(x—3)*(x—2)*(x—1 Yk (Xx+1 )k (x+2) % (x+3)
14-x%-49.x3+36x

2n+1

Polvnomissa P(x) on aina alussa pariton termi x ja loppuosan tulossa keskimmadisena tulon

tekijand x. Niinpa x saadaan vhteiseksi tekijaksi ja tulon nollasdinnélla polynomin vksi
nollakohdista on aina 0. Vaite 1. on todistettu.

2. Polvnomissa P(x) esiintyy vain parittomia potensseja, silld erotuksen termeistd saadaan
jarjesteltya binomien summan ja erotuksen tuloja, jotka owvat asteluvultaan parillisia ja niin saatu
erotusosa kerrottaan x:lla, jolloin kaikista termeistd tulee paritonta astetta:

P(x)=x20F ] _ye (x—n ) ® (x+n) ® (x—(n—1) YR (x+(n+1) )%k, . . R(x—1)%(x+1)

=x 20+ (x2n2)xk(x2-(n-1) Z)x. . .k (x2-12)

Koska erotusosassa on termin x jalkeen n kpl tulontekijoiti, niin korkeimman asteen termi on
X*X2H=X2n+1. Niinpa polynomin P(x) korkeimman asteen termit kumoavat toisensa ja poly¥ynomin
P(x) asteluvuksi jad 2n—1. Polvnomilla on aina korkeintaan astelukunsa wverran nollakohtia, joten
viite 2 on todistettu.

3. Kun =x¢*n, niin

%02y ok (%02-n2 )% (x02—(n-1) 2)x. . . % (x,2-12)

>X02n+1_XD*X02*X02*- . *X02=X02n+1_X02n+1=0

eli polvnomi saa wvain positiivisa arvoja eikd xe2n voi olla polvnomin nollakohta. Vaite 3 on
todistettu.

CASIO 13
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