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Pitkda matematiikka, kevat 2021

A-0sa

o Vastaa neljaan tehtavaan.

1. Lukujonoja ja funktioita 12 p.

Oikea vastaus 2 p., vaara vastaus 0 p., ei vastausta 0 p.

1.1 Lukujono (1, 2,4,7,...) 2p.

[ ei voi olla aritmeettinen eikd geometrinen | v

1.2 Lukujono (32, 16, 8, 4,...) 2p.

 voi olla geometrinen [v]

1.3 Lukujono (7,9, 11,13,...) 2p.

 voi olla aritmeettinen [v]

1.4 Olkoon f(z) = (2 — ). silloin funktion arvo f(—1) on ' 2 p.

o 1v

1.5 Olkoon f(z) = 22® — x. Silloin funktion derivaatan arvo f* (1) on 2 p.

1.6 Funktion derivaatan arvo kertoo ' 2 p.

[ funktion kuvaajan tangentin kulmakertoimen | V]
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2. Vektoreita ja analyyttistd geometriaa 12 p.
Olkoon@ = 5% + 127.

1. Maarita vektorin u pituus. (3 p.)

2. Maarita vektorin u kanssa vastakkaissuuntainen vektori, jonka pituus on 5. (3 p.)

3. Suora L kulkee pisteiden A = (4,4) ja B = (—1, —8) kautta. Ovatko suora L ja vektori T yhdensuuntaisia? (3 p.)

4. M&aritd suoran I yhtdlé muodossay = kz + b. (3 p.)

Lo Ja] = /5 + 127 = /169 = 13,

3. Vektori AR = ( —1— 4)_1 + (_8 — 4)3 = —5i— 12JT — —7 .jotensuoral javektori 7 ovat yhdensuuntaiset.

4. Sijoitetaan suoran yhtdlodn toinen sen tunnetuista pisteistd ja kulmakerroin, jolloin

—8—4 12-4 28
—-1—4 5 5
ja suoran yhtald on
12 28
V=T
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3. Murtolausekkeen integraali 12 p.
Jokaisesta osatehtavasta voi saada 4 pistetta.

1. Osoita, etta yhtalo

41 1
4—z2 24z 2—=z

on voimassa kaikilla x # 42.

2. Laske integraali

1
/ L g
J-1 2+$

1
1
f —_dr.
—1 4—:172

3. Laske integraali

1. Murtolausekkeen osat on mddritelty, kun % 42 . Osoitetaan, ettd yhtdlon puolet ovat samat. Oikea puoli saadaan

2—zx n 2+ x _
Cro)2-o (to)2-=z) 4-a°

muotoon

MOT.

1 1

1

2. / da:—[ (ln|2+ z|) = In|3] —In|]1l| =In3 —Inl =1n3.
Jo 24z 1

B U SRR S
4—x2 24z 2—x  4—z2 4

3. Hyddyntdmalld kohdan | tietoa

1
1
/ dx
_14—1‘2
(| 1
= — ——— d
4,/_12+a:+2—a; *
1 L L
= — dr — d.
4(‘[1 2+37 o fl 2—x $)

1 1
=1 (111(3) —Z (In|2 — $|)) kohdan 2 nojalla
1

1
— 2(111(3) — (In[1| —1n|3]))

In(3)
5

) CASIO.

(352
24z

, mikd on identtinen yhtdlén vasemman puolen kanssa.

1
-— d
2_3}) saadaan
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4. Peraaalto 12p.

I Aineisto

4.A  Kuva: Funktion kuvaaja

1. Osoita, etta funktion

B tan o
2 + tan® z

f(x)

suurinarvo M vélila 0 <z < Fon M = g ~ (,3536. Funktion kuvaaja on esitetty kuvassa 4.A. (9 p.)

2. Veden pinnalla vakionopeudella liikkuvan kappaleen (kuten veneen tai sorsan) taakse muodostuu V-kirjaimen
muotoinen perdaalto, jonka avautumiskulma ei tietyilld oletuksilla riipu kappaleen nopeudesta. Kelvinin aaltoteorian
mukaan talle kulmalle & on voimassa yhtélo

o
tan — = M
an o ,

jossa M on kohdassa 1 laskettu arvo. Maarita kulman o € [0°, 180°] likiarvo asteen tarkkuudella. (3 p.)

(1+tan®z) - (2+tan’ z) —tanz - 2-tanz - (1 + tan’ z)

1. Lasketaan funktion derivaattafunktio f (x) = 3
(2 + tan® z)

— = — - Derivaatan nollakohdat saadaan
(2 + tan’ z) (2 + tan’ x)

_ 2+ 3tan? « + tan* x — 2tan® x — 2tan* x —tan* = + tan? x 4+ 2

osoittajan nollakohdista. Tehdéén sijoitus p = tan®x jolloin nollakohdat saadaan yhtilon _p2 +p+2=0 avulla

P pt2=0sp= —l+vi+8 op= —143 & p=—1Vp=2. Sioitetaan arvot takaisin, jolloin
—2

—2
9 9 Niiisti ensimmi i ole ratkaisuia. koska toi i voi oll o
tan®r = —1 Vtan® r = 2 . Ndistd ensimmadiseen ei ole ratkaisuja, koska toinen potenssi ei voi olla negatiivinen.
Jalkimmdisen yhtalon ratkaisuksi saadaan  tan x = \/§ Vitanrx = _\/ﬁ . Tutkittavalla vililld tangentti saa vain

epédnegatiivisia arvoja, joten jédlkimmaéinen vastaus ei kdy. Funktion arvo ainoassa derivaatan nollakohdassa on

V2 V2

——. Derivaatan nollakohta on paikallinen maksimi annetun kuvaajan perusteella.

242 4

2. Ratkaistaan yhtilo tan% = V2 =

T = tan™ (%) & a=2tan"t (%) = 38,9424...° ~ 39°.

ro| 2

CASIO. 5



Pitka matematiikka, kevat 2021

B1-o0sa

0 Vastaa kolmeen tehtavaan.

5. Rantatontti 12 p.

Matti omistaa jarven rannalla suorakulmaisen kolmion muotoisen metsdpalstan, jonka kateettien pituudet ovat 150 m ja

120 m. Pidempi kateetti on suoralla rantaviivalla. Matti myy palstastaan Marjalle pinta-alaltaan mahdollisimman suuren
suorakulmion muotoisen rantatontin, jonka kaksi sivua ovat metsapalstan kateeteilla. Mitka ovat Marjan ostaman rantatontin
sivujen pituudet?

5. Rantatontti

Hahmotelma => [ 3.1 l

Merkitdan hypotenuusalla Marjan tontin kulmapistettd D, siitd pidemmélle
kateetille piirretyn normaalin ja pidemmain kateetin leikkauspistettd F seka
Ivhyvemmalle kateetille piirrety normaalin ja lyhyvemmén kateetin
leikkauspistettd E. Merkitain suoran kulman karked B, lvhyemmin kateetin
toista paatepistettda A ja pidemman kateetin toista paatepistetta C.
Merkitddn kulman C suuruutta o, jonka arvo saadaan yhtalosta

solve(tan(a)=%, o) |0<ax<180

(4]

{x=38.65980825}
Sijoitetaan kulman arvo muuttujaan o myohempia laskuja varten.

151N

ans

a:=tan"[%]
(4]
Olkoon FC=x, jolloin tontin pinta—ala on
define A(x)=xxtan(o)*(150-x)
done
ja sen derivaatta
define A" ()= (A(x))
dx
done

AT(x)

=2sxstan (o) +150-tan (o)

° CASIO
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Talloin derivaatan nollakohta on
solve (A" (x)=0, x)

{x=75}
Taméa on paikallinen maksimi, silld derivaatan merkki muuttuu siina
positiivisesta negatiiviseksi:
AT(TO)
8
AT(80)
-8
Nyt tontin mitoiksi saadaan 150-75=75m ja
T5ktan (o)
60

Vastaus: Tontin mitat ovat 75m ja 60m.

150-x

x#tan (o)

CASIO.
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6. Kellarimestarin suunnitelma 12 p.

Eraitd juomia ja maustekastikkeita kypsytetadn puisissa astioissa, jolloin niihin liukenee astian seindmasta makuaineita.

Kellarimestarilla on teoria, jonka mukaan sailytysaikana n

verrannollinen sailytysastian pinta-alan ja tilavuuden osamadraan. Kellarimestari suunnittelee kypsyttavansa eran tuotetta
astioissa, jotka ovat tavallisten kanssa yhdenmuotoisia, mutta joiden tilavuus on vain neljasosa tavallisesta. Astian materiaali

ja kypsytysaika ovat samat kuin tavallisesti.

esteeseen liukenevien makuaineiden maara on suoraan

Kuinka monta prosenttia enemman makuaineita talldin liukenee tuotteeseen kellarimestarin teorian mukaan?

6. Kellarimestarin suunnitelma

Ennen makuaineiden méaara on %,
tilavuus.
valilla on mittakaava k.

3ﬁ'

k3=%, josta k= Edelleen k2

3

astiassa makuaineiden maara on

1,5874. .. -kertainen.

Vastaus: Makuaineita liukenee n.

CASIO
CLASSWIZ

356,113
B easail
£20,69314718
=31 141

Koska pienimpi astia on yhdenmuotoinen,

missd A on astian pinta—ala ja V on astian

sen ja alkuperdisen astian

=#2, mikd on alojen suhde. Uudessa
3 ‘/E

2

—kertainen eli n.

1
4

1
4

58, 7% enemmin.

Fx-B2EX

j ] 8] () |

r‘.a‘rz"'ai

6
3

X o
&

x10* Ans

ClassWiz-laskimet apuna opiskelussa!
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7. Afrikan tahti 12 p.

Aineisto
7.A  Kuva: Afrikan tahti

Liisa pelaa Afrikan tahti -pelia. Han on loytanyt Afrikan tahden ja on palaamassa Kairoon voittaakseen pelin (aineisto 7.A). Han
on neljan askeleen paassa Kairosta. Kairoon saa pysahtya, vaikka nopan silmdluku oikeuttaisi matkustamaan pidemmalle.

Jos han heittaa vahintaan silmaluvun nelja, han padsee Kairoon ja voittaa pelin. Jos han heittaa silmaluvun kolme, han voi olla
varma, etta seuraavalla heitolla han paasee Kairoon ja voittaa pelin. Liisa tarvitsee korkeintaan nelja heittoa padstakseen
Kairoon. Oletetaan, etta kukaan muu ei voita pelia tata ennen.

1. Millé todennakoisyydella Liisa voittaa ensimmaisella heitolla? (2 p.)

2. Milla todennakoisyydella Liisa tarvitsee vahintaan kolme heittoa paastakseen Kairoon? (4 p.)

3. Laske niiden heittojen lukumaaran odotusarvo, jotka Liisa tarvitsee paastakseen Kairoon. (6 p.)

7. Afrikan tihti

1. Todennakdisyys on sama kuin saada vhden nopan heitolla silmdluvuksi
. .3 _1

4, 5 tai 6 eli 6-72"

2. Nopan heitto useamman kerran muodostaa sarjan toisistaan

riippumattomia tapahtumia.

P(”vahintadn kolme heittoa voittoon™)

= P(”3 tai 4 heittoa voittoon™)

= P(”3 heittoa”) + P(”4 heittoa”)

= P(”ykkionen ja vkkonen ja wvahintdadn kakkonen tai ykkonen ja kakkonen
ja mikd wvain tai kakkonen ja ykkonen ja mikd vain™) + P(”vkkonen,
vkkonen, ykkonen, mika wain™)

= P{”ykkénen ja ykkonen ja vahintaan kakkonen”) + P(”vkkénen ja
kakkonen ja mika wvain”) + P("kakkonen ja vkkotnen ja mikd wvain™) +
P(”ykkonen, wkkonen, ykkOnen, mikd vain™) =

1.1, 5.1, 1. 6,11 .6_1_1 6

1
§¥6%6 6% 66 66 6 6 %676

—
b

Todennakoisyys vahintadn kolmelle heitolle on 11—2

CASIO ?
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3. Liisa tarvitsee péastikseen Kairoon 1, 2, 3 tai 4 heittoa. Vastaavat
pistetodennakoisyydet ovat
=1
pl L 2
1
2
(1. kohdan mukaan),
1,156 11,6 1. 1.6
P =g * %676 6 676 66
17
16
(2. kohdan mukaan),
1,116
P+=5*5*6 %5
_1
216
(niinikddn 2. kohdan mukaan), jolloin
gl 17 1
P2:=l=97216 216
5
12
Kysyity odotusarvo on
Pk 14+pak2+pk3+p,kd
343
16
ans
1.587962963
Odotusarvo on n. 1,6 heittoa.

Improve Your Educational'life

ClassPad.net

https://classpad.net
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8. Pinta-alan arviointi simuloinnilla 12 p.

Tasojoukon A pisteet (&, i) masraytyvat epayhtalista 0 <z < 2,0 <y <4jay > x2. Tass tehtavisss on tarkoitus
arvioida joukon A pinta-alaa simulaation avulla kayttamalla sita tietoa, ettd todennakaéisyys on suoraan verrannollinen pinta-
alaan. Arvotaan pisteita (, ) suorakulmiosta B, jonka maaraavat epayhtalot 0 < x < 2ja0 <y < 4.

1. Tee sopivalla ohjelmistolla koodi, joka arpoo 1 000 pistettd suorakulmiosta B ja tulostaa vastauksena niiden pisteiden
lukumaaréan, jotka kuuluvat joukkoon A. Kerro sanallisesti ja sopivien kuvakaappausten avulla, miten toteutit koodisi.
(Vihje: Voit kayttaa esimerkiksi taulukkolaskennan satunnaislukugeneraattoria.) (6 p.)

2. Hille ajoi kohdassa 1 tekemansa koodin 10 kertaa ja sai alla olevat luvut. Laske tulosten keskiarvo ja arvioi taman
perusteella joukon A pinta-alaa. (6 p.)

Hillen koodin tulosteet: 673, 664, 672, 679, 667, 650, 640, 678, 660, 667

Alla on koodi kopiointia ja testausta varten. Ohjelman voi ajaa esim. Python-editorissa
https://www.programiz.com/python-programming/online-compiler/

from random import* #Otetaan satunnaisluvut sisaltava kirjasto kayttoon
n=0 #Alustetaan muuttuja n
foriin range(1000): #Maaritellaan silmukka 1000 toistolle
x=2*random() #Arvotaan muuttujaan x satunnaisluku valila [0,2]
y=4*random() #Arvotaan muuttujaan y satunnaisluku valila [0,2]
if y>=x*x: H#Testataan, toteutuuko tehtavan ehto
n+=1 #Jos toteutuu, lisdtdan muuttujaan n yksi+
print(n) #1000 toiston jalkeen tulostetaan ehdon tayttaneiden

lukuparien lukumaara

8. Pinta—alan arvicinti simuleinnilla

2. Koko suorakulmion pinta—ala on 2%4=8. Lasketaan, kuinka suuri osuus
saaduista satunnaisluvuista keskimaarin osuu alueeseen A ja lasketaan
pinta—alalle arvio:

673+664+672+679+667+650+640+678+660+667
10

/1000%8

—_

33

ans

Vastaus: Pinta—alan suuruus on n. 5,3 pay.

CASIO H
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9. Paloittain maaritelty funktio 12 p.

Funktio f : R — R maéritelldan kaavalla

f(z) = {I3+1, kun z <0
T Vax +1)2? 4 a(l —a), kunz > 0.

1. Selvitd, milla parametrin ¢ € R arvoilla f on kaikkialla jatkuva. (6 p.)

2. Selvita, milla parametrin @ € R arvoilla f on kaikkialla derivoituva. (6 p.)

1. Molemmat osafunktiot ovat polynomeina kaikkialla jatkuvia. Funktio f on
kaikkialla jatkuva, jos se on jatkuva osafunktioiden liitoskohdassa x=0.

lim (x3+1)
x»0-
1
lim ((a%x+1)2+a%(1-a) )
x>0+
—a-(a—-1)+1

f (0)=03+1=1. Jos vasen ja oikea raja—arvo kohdassa x=0 ovat samat kuin
funktion arvo kohdassa x=0, on funktio jatkuva kohdassa x=0.
solve(—a-(a—1)+1=1,a)

{a=0,a=1}
Vastaus: Funktio f on kaikkialla jatkuva, kun a=0 tai a=1.

2. Funktion osafunktiot ovat polynomeina kaikkialla derivoituvia. Funktio f
on kaikkialla derivoituva, jos sen osafunktioiden derivaatat ldhestyvat samaa
arvoa liitoskohdassa x=0 ja funktio on jatkuva kohdassa x=0. Edellisen
kohdan nojalla riittad tutkia parametrin a arvot 0 ja 1, sillda muuten
funktio ei voi olla jatkuva eikd siis derivoituvakaan kohdassa x=0.

X3+1 Jkun x=0
1, kun x>0

joten sen derivaatta on aina 0. Ylemman osafunktion derivaatta on

3)(2—)0, kun x=0".

Kun a=0, on funktio | Alempi osafunktioista on vakio,

34 <
Kun a=1, on funktio |X 1, kun x<0 . Nyt alemman osafunktion

(x+1) 2, kun x>0

derivaatta on 2x+2->2, kun x20%. Ylemmin osafunktion derivaatta
puolestaan ldhestyi lukua 0, joten funktio f ei ole jatkuva parametrin a
arvolla 1.

Vastaus: f on kaikkialla derivoituva, kun a=0.]

CASIO.
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B2-0sa

@ Vastaa kolmeen tehtavaan.

10. Matemaattista tekstia 12 p.

Aineisto

10.A Teksti: Matematiikan tekstipatkia

Matemaattinen teksti rakentuu mm. kasitteiden maaritelmista, yleisesti patevista tuloksista (lauseet), tulosten todistuksista
ja erikoistapauksiin sovelletuista laskuista (esimerkit).

1. Valitse aineiston 10.A kunkin tekstin (a)-(c) kohdalla, onko kyseessa maaritelma, lause, todistus vai esimerkki.
Vastauksia ei tarvitse tassa kohdassa perustella. (3 p.)

2. Minka lauseen kohdassa 1 valitsemasi todistus osoittaa todeksi? Muotoile lauseen sisaltd tasmallisesti niin, ettd sen
yhteys todistukseen kay ilmi. (4 p.)

3. Kohdassa 1 valitsit yhden tekstin lauseeksi. Todista tamd lause. (5 p.)

10. Matemaattista tekstia

1. Aineiston kohdille a)—c) pétee, etta
a) on todistus

b} on maaritelma

c) on lause

2. Kohta a) pitdd sisdlladn todistuksen sille lauseelle, ettd jos kolmion sivut
toteuttavat Pythagoraan lauseen, kolmio on suorakulmainen. Todistus alkaa
mielivaltaisesta kolmiosta, jonka sivut toteuttavat Pythagoraan lauseen.
Seuraavaksi kolmiota verrataan suorakulmaiseen kolmioon, jossa kateetit ovat
vhtapitkdt kuin mielivaltaisen kolmion. Laskemalla osoitetaan, ettd kolmaskin
sivi on vhtad pitkd, jolloin kolmiot owvat vhtenevdt (sss) ja niiden kaikki
vastinkulmat ovat vhtd suuret. Niin ollen alun mielivaltaisessakin kolmiossa on

suorakulma.
3. Todistetaan kohdan c¢) mukainen lause.

Oletus: Olkoon n sellainen positiivinen kokonaisluku, jonka numerociden summa
on jaollinen kolmella.

Vaite: Luku n on jaollinen kolmella.

Todistus: Olkoon luvun n kymmenjarjestelmamuoto alale.. . . aza,a, eli

n=aok100+a,%10 1 +a,x102+. . . +ai %105 L +arx10%. Tutkitaan
kymmenenpotensseja kongruenssin modulo 3 avulla. Koska
10P=(9+1)P=1(mod 3), niin

n=agkl+agkl+azkl+. . . +akkl+arkl (mod 3)=ap+a;+as+. . . +akt+ak. Siis luku
n on jaollinen kolmella jos sen luvun numeroiden summa on jaollinen kolmella.

CASIO "
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11. Kokonaislukuja ' 12 p.

1. Kumpi luvuista
101 99
991[]0 ja 10110(}

on suurempi? (4 p.)

2. Lukujono (a,, ) maaritelldan rekursiivisesti kaavoillaa; = 1, agy, = ay, jaas,—1 = 1 —a,, kunn = 1,23, ... Madrita
lukujonon seitsemas jasen ay ja 2021. jasen asgz; - (8 p.)

11. Kokonaislukuja

1. Logaritmi aidosti kasvavana funktiona sailyttaa suuruusjarjestvksen.

101
m310[99100 ]=100101*m310(99)=1002*10099*m310(99), jossa

1002*kg10(99)
19956. 35195
ja
99
Mg10[101100 ]=10099*Mg10(101), jossa
10310(101)
2.004321374

Merkitaan 10099=a, jolloin luvut logaritmin ottamisen jalkeen ovat n. 19956a
ja n. 2a. Naista ensimmainen on suurempi (a>0) eli alkuperaisten lukujen

pl01 099

suuruusjarjestys on 99 10 >101 10
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Ehto 1. Sijoitetaan toisen rekursion kaavasta an=aszn kolmanteen
rekursiovhtaléon, jolloin saadaan aznsi+a=n=1 eli aina parittoman lukujonon
jasenen ja sen edeltdjan summa on 1, kun n>1.

Ehto 2. Lisaksi azn«atan=1 eli vahentamalla parittomasta indeksista vksi ja
puolittamalla se saadaan lukujonon jasen, jonka summa alkuperdisen jasenen
kanssa on 1.

Ehto 3. Koska an=azn, niin kaikkien tunnettujen lukujonon jasenten
kaksinkertaista indeksia vastaavat jasenet ovat samat kuin tunnetun
lukujonon jasenet, wvastaavasti my0s puolet indeksiltdan olevat lukujonon
jasenet ovat samoja alkuperdisen kanssa.

az=a;=1 ja seuraava pariton indeksi as=0 ehdon 1 mukaan. Koska as=0,
niin sen kaksinkertaista indeksia vastaava jonon jédsen on sama eli ag=0.
Koska ag=0, niin seuraava pariton jasen ehdon 1 mukaan on a;=1.

Muita jonon alun jisenia ovat

a,=az=1 ja seuraava pariton as=0.
ag=as,=1 ja seuraava pariton as=0.

Azoz1Faz2020=1 (ehto 1)
Azoz1ta1010=1 (ehto 3)
Az021t+as505=1 (ehto 3)

Parillinen indeksi voidaan siis aina puolittaa ilman, ettd sillda on vaikutusta

summaan. Pariton indeksi voidaan aina laskea vhteen edeltijinsi kanssa ja
summaksi saadaan aina 1.

As05+as04=1 (ehto 1)
aspstazsz=1 (ehto 3)
asostaize=1 (ehto 3)
asostasa=1 (ehto 3)

agatagz=1 (ehto 1)
agztas=1 (ehto 3)

Az1t+ase=1 (ehto 1)
ag+a;s=1 (ehto 3)

ajsta;a=1 (ehto 1)
a;sta;=1 (ehto 3) Aiemmin jo paateltiin, ettd a;=1, joten a,s=0, as=1,

agz=0, asos=1, azp21=0.

Vastaus: a;=1 ja agoe1=0.
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A
1 an
2 1 1
3 2 1
4 3 0
5 4 1
6 5 0
7 6 0
8 7 1
9 8 1
10 9 0
11 10
12 11
13 12
14 13
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12. Piilotetut pallot ' 12 p.

Poydalla on kolme 3-séteistd palloa, joista kukin pallo koskettaa kahta muuta. Pallot yritetaan peittaa puolipallon muotoisella
kuvulla, jonka séde on R. Kupu on kuitenkin liian pieni, jolloin sen reuna jéa joka kohdassa 1 yksikén korkeudelle poydasta.
Maérita sateen R tarkka arvo.

12. Piilotetut pallot

Yhdistamalla pallojen keskipisteet saadaan tasasivuinen kolmio. Sivun pituus on
keskipisteiden etdisyvys eli 2%3 = 6.

.. . e s u u av 3 -
Tasasivuisen kolmion ympari piirretyn vmpyran siade on ~3 » mMissd a on

kolmion sivun pituus. Siis jokainen tasasivuisen kolmion kérjista ja siten

6v3

pallojen keskipisteistd on etaisyydella T=2\.f§ keskinormaalien

leikkauspisteestd, joka puolestaan on luotisuoraan puolipallon muotoisen kuvun
vlimméan pisteen alapuolella.

Puolipallon keskipiste on 1 wyksikon irti pdvdasta, joten keskinormaalien
leikkauspiste on 2 yksikktd keskipisteen ylapuolella. Suorakulmaisesta kolmiosta
(pallon keskipiste, keskinormaalien leikkauspiste, puolipallon keskipiste)
saadaan pallon ja puolipallon keskipisteiden etaisyvydeksi

Vv (2v3) 2422

Puolipallon séde on siis 4 (edella) + 3 (pallon sade) = 7 yksikkoa.
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13. Polynomien esitysmuodot 12 p.
Olkoot nn > 1 kokonaisluku ja a; € R, ev; 5 0, kaikille kokonaisluvuille 0 < 4 < n.
Tutkitaan polynomeja
Plz)=(x—on)(z—ag) (2 —an) = ppx" + ppaz™ ' + - +p1z +po
ja

1 1 1 —
Qle) = (:C B _) ("E - _) (ﬁ B _) = quT" + gn12" 7+ + QT + g
1 (6% (07%%
Tassa siis kertoimet p; ja ¢; maaraytyvat yhtaléiden perusteella annettujen lukujen «; avulla.
1. Laske kaikki luvut p; ja ¢;, kunm = 2, v; = 2jaag = 3.(2p.)
2. Ratkaise kaikki luvut p; ja g; lukujen avy ja ave avulla tapauksessan = 2. (4 p.)

3. Esité luvut ¢; lukujen p; (0 < i < n, 0 < j < n) avulla yleisessd tapauksessa. (6 p.)

13. Polynomien esitysmuodot

1. Luvut pj ja qi ovat polynomien termien kertoimia. Muodostetaan
polynomit ja avataan sulut:
expand ( (x-2) (x=3))

x2-5.x+6
joten pe=6, p;=—5 ja p.=1. Vastaavasti
1., 1
expand ( (X—2 ) (x 3 N
2_5x.1
=76 '

. I
joten qe=g, w=5 ja q:=1.

2. Yleisessd muodossa edellinen tehtava
expand ( (x—ot ) (X—02) )

X 2 = X0 X0 Xz
collect (ans)

x2—( otaton ) xtog o

joten pe=ct;*otz, Pi=—(o+0,) ja p.=1. Vastaavasti

1 1
expand ( (X_fx_l) (X_cx_z) )

2ox_x, 1
oy G Ky*0ip
collect (ans)
v SR N
de Oy [LERE &
joten qp= =—[L+L] jia gq.=1
il e 1t GG * 1 o Ja gz=1.

CASIO.




Pitka matematiikka, kevat 2021

3. Mietitadn, miten loydetdin vhtevs polynomien P{x) ja Q(x) wilille.

Koska %—ocF%*[al—x], niin jatketaan padttelyd muiden tulontekijbiden
1

osalta, jolloin saadaan

() (). (2]

ad ] L] e d I Py
=7a10c2).(1.1 : &n {o%—x] {o%—x] . [o}—n—x] .

K1z, «

Tama on etumerkkia vaille n'an *¥Q(x). Jos tulontekijbitd on

X
parillinen maara, niin etumerkkikin on oikein. Esim. tapaus n=2, jolloin

Jos tulontekijoita on pariton maard, niin etumerkki pitada korjata kertoimella
—1. Esim. tapaus n=1, jolloin

Saadaan yleisesti pdtevd tapaus

P[lJ=gﬂ&tLLgQ*(—l)n*Q(x),joma
b4 Xrl

1 *Xn*p[l]=Q(X)

Kylize o -Ofn*(—]_)n X
a2t (1) apna () o (L)
o10izn - .(Xn*x *¥| pn < +Pn- < +...+> < +po |=Q(x)

-1y _ _
o =1 _*(pn+pn-1)(+. . pyx? 1+Dan)=ann+qn_1xn 1+_ ..+ X+

1z « « X
- i imi (-1 o
joten termien kertoimien vastaavuus on ——————¥pp_i=qj.
Gyz. o - Oin
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