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Tiivistelma
Kevaan 2019 sahkoisten yo-kokeiden ratkaisut ClassPad Managerilla laskettuina. Laskujen
tiedostot ovat ladattavissa Casion tukisivuilta osoitteesta https://www.casio-laskimet.fi

Pepe Palovaara
pepe.palovaara@casio.fi
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Hyva lukija,

Ensimmainen tdysin sdhkdinen matematiikan yo-koe on tehty! Kokeen rakenne oli entiselldan,
tosin pisteytys tehtavaa kohden muuttui 6:sta 12:een mahdollistaen perustelujen aiempaa
tarkemman pisteytyksen. Ndin kokeen ohje asian kiteyttaa:

"Koe koostuu 13 tehtdvasta, joista vastataan kymmeneen. Tehtdvat on jaettu kolmeen osaan. A-
osassa on nelja kaikille pakollista tehtavaa. B1-osassa on viisi tehtdvaa, joista vastataan kolmeen.
B2-osassa on nelja tehtavaa, joista vastataan kolmeen. Kaikki tehtavat arvostellaan pistein 0-12,
joten kokeen maksimipistemaara on 120.”

Mukana oli my0s tehtaviin liittyvid aineistoja. Tama vihkonen on ladattavissa pdf-muodossa ja
kaikki tehtavien ratkaisut ovat saatavilla myds ClassPadin tiedostoina (.xcp) Casion kotisivuilta.
ClassPadin tiedostot aukeavat suoraan eActivity -sovellukseen kaksoisklikkaamalla. Tiedostoja
voidaan hyddyntaa myds esim. Abitti-kokeissa, tehtavien palautuksessa sahkdiseen
oppimisymparistoon tai jaettuun resurssiin (pilvipalveluun). Tukesi |0ytyy osoitteesta

http://www.casio-laskimet.fi

Casio Academy - videot soittolistalla

Tana kevaana jo 4. kertaa pidetyssa Casio Academy -

harjoittelupadivassa opiskelijoilla oli mahdollisuus harjoitella CASIO
matematiikan yo-kokeisiin netin valityksella matematiikan
opettajien kera. Opiskelijoiden tukeminen ja opinnoissa Academy

auttaminen on meille tarkeda. Aiemmat malliratkaisut [6ytyvat
tallenteina YouTubesta

https://bit.ly/casio-academy

ClassPad-perhe

Abitti-kokeen B-osan tehtavissa on kaytossa ClassPad Manager, jolla tdman vihkon ratkaisutkin on
laadittu. Casion uusi selainpohjainen CAS-ohjelma ClassPad.net sopii jo hyvin sahkoisten kokeiden
ratkaisemiseen, matematiikan opettamisen valineeksi ja - ennen kaikkea - matematiikan
hahmottamiseen ja oppimiseen. Kannattaa testata ohjelmaa jo syksyn MAY1-kurssilla!

Mukavia hetkia sahkoisten yo-kokeiden ratkaisujen parissa!

Espoossa 2.4.2019

Nordic School Coordinator
Casio Scandinavia

CASIO.
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A-0sa

Ratkaise kaikki tdman osan tehtavat 1-4.

1. Lukujonojen maaritelmia (12 p.)

Aineisto:
1.A Luettelo: Lukujonot A-G

Yhdista kukin lukujonon maaritelma 1.1.-1.6. siihen jonoon A-G, joka maaritelman perusteella saadaan.

Kaikki jonot alkavat jasenesta a |, ja yksi vastausjono jaa kayttamatta. Vastauksia ei tarvitse perustella.

11.a,=2n—-1[c (1,357, ) *(2p.)

12. a, =n*

D(1,49.16 ) ~v[(2p.)
13.a, =n [E(1,827.64_) v|(2p.)
14.a,=2"[G (24816 .) +|(2p.)

15. ay=2jaa, =a,1 +2,kunn>2 [F(2,4,6,8,..) | (2p.)

16. a1 =l,ap =2 jaa, =ay,-1 +ay—2,kunn >3 [B (1,2,3,5 ) v (2p.)

2. Vektorien pistetulo (12 p.)

Maarita sellainen vektori ¢ = ai + b j, ett'aiE-(IT + JT) =2jac- (? - ;) St

Lasketaan annetut pistetulot, jolloin saadaan ehdot a+b=2 ja a—b=3.
Ratkaistan naiden muodostama vhtaltpari:

+h=
a+b=2 I lasketaan whtalst yhieen
a=b=3 |3, b
2a=5 I jaetaan luvulla 2
a=% I sijoitetaan saatu arvo ensimmaiseen vhtalGon
§+b=2 I vahennetain 3
2 2
__1
b=-3

Vastaus on vektori %i—%j, missa i ja j ovat akselien x ja ¥ suuntaiset

vksikkovektorit.

CASIO.




Pitkda matematiikka, kevat 2019

3. Luonnollinen logaritmi (12 p.)

Selvitd, kumpi lauseke on suurempi muuttujan arvoilla x > 1:

In2x+1)—In(2x) vai In(x+1)—Inx.

Sovelletaan logaritmin laskusaantdja:

In(2x+1)-In(2x) | samankantaisten logaritmien erotus
=ln [ 2};;1 I jaetaan numerus termeittiin
_ 1 ]
=In [ 1+ o
In{x+1)=In(x) I samankantaisten logaritmien erotus
=ln [ X;I ] I jaetaan numerus termeittiin
=In [ 1+l ]
X

Logaritmifunktio on aidosti kasvava, joten se saa sitd suurempia arvoja,

mita suurempi on numerus. Kun x>1, niin 1+§>1+%. Taten myos

In(x+1)=-In(x) >In(2x+1)-In(2x).

CASIO Lasklmet Yritys Opettajan tistopalvelu

- Opettaja & koulu v Vanhemmat & koululaiset v Ajankohtaista Yhteystiedot _

Kouluun

VANHEMMAT & KOULULAISET

SUOSIKKIKOULUAINE?
MATIKKA!

Perustietoa koululaskinten kayt6sta korvaamattomana
apuvalineena opetustyossa.

Katso tista ¥

http://www.casio-laskimet.fi

CASIO.
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Aineisto:

4 A Kuva: Rationaalifunktion kuvaaja

Kuvassa 4.A on esitetty muotoa

olevan funktion kuvaaja y = f(x), kun kertoimet a, b, ¢, ja d ovat kokonaislukuja.

Paattele kuvaajan perusteella kertoimien arvot ja selita sanallisesti, miten paadyit ratkaisuun.

CASIO. °



Pitka matematiikka, kevat 2019

Kohdassa x=—1 kuvaajalla on pwstysuora asymptootti, joka on sellainen
nimittajan nollakohta, jota ei voi supistaa. Siis nimittaja 2x+d=0, kun
x=—1. Téastd saadaan vhtalo 2(-1)+d=0, joen d=2.

Kuvaaja leikkaa v—akselin pisteessia (0, 2), joten saadaan vhtils

a%0 2+bx0+c
2%0+d

c

2=2, joten c=4.

toteuttavat funktion kuvaajan wyhtidlén. Saadaan ehdot

a*(_%;fthiEZ)Hl:—B ja a*(Bz)*z (-%b)*+(26)+4=2, joiden muodostamasta
vhtaldryhméstd saadaan ratkaistua a ja b
da—2b+4 ——§
-2 . e e
36a+6b+4 I kerrotaan wvhtaldissd nimittédjilld puolittain
14 2|
{4a—2b+4=12
36a+6b+4=28 |3, b || sievennetain vhtalsita
{gg;igzzz 4lab I kerrotaan ylempi whtalé 3:lla ja lasketaan yhteen
48a=48 I jaetaan 48:lla
a=1 I sijoitetaan arvo aiempaan yhtalédn
4x1-2b=8 I vahennetadn 4
—2b=4 I jaetaan (—2):lla
b=-2

Kertoimet ovat a=1, b=-2, c=4 ja d=2.

Opiskelijoiden tukena.

Katso tallenteet

bit.ly/casio-academy

Academy

CASIO.

=2. Tastd saadaan ehto %=2 ja sijoittamalla tahdn d=2 saadaan

Kuvaajalla on pisteet (—=2,-6) ja (6, 2), joten naiden pisteiden koordinaatit
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Bl-osa Ratkaise kolme tehtavista 5-9.
5. Paraabeleja pohjapiirroksessa (12 p.)
Ainejsto:

5.A Kuva: Kalevalakehto
5.B Kuva: Koordinaatistopiirros

Suomalais-amerikkalainen arkkitehtiopiskelijaryhma rakensi Helsingin Seurasaareen Kalevalakehto-

nimisen rakennuksen (aineisto 5.A). Tulos oli niin onnistunut, etta on keskusteltu toisenkin samantapaisen
rakennuksen rakennuttamisesta. Uuden rakennuksen pohjan muotoa kuvaavat vastakkaisiin suuntiin

aukeavat paraabelit, kuten koordinaatistopiirroksessa (aineisto 5.B). Pohjan pituus on 10 metria ja leveys 4

metria.

5.1. Muodosta paraabelien yhtalot. (6 p.)

5.2. Laske rakennuksen pohjan pinta-ala. (6 p.)

a) Sijoitetaan ylospdin avautuvan paraabelin huippu (5, -2)
ja kéyran pisteend origo (0,0) paraabelin huippumuotoiseen

vhtilson, jolloin vhtild saadaan muotoon 0—(—2)=a:{0-5) 2 .

Ratkaistaan tastd vhtalostd 2. asteen termin kertoimeksi

2
_2 . . sl _2x? 4ex
a=5r, jolloin paraabelin vhtaltksi saadaan Y55 "5 -

Ratkaistaan alaspdin avautuvan paraabelin vhtalé samoin
pisteen (0,0) ja huipun (5, 2) avulla. Nyt vhtaldsta

0—2=a\°(0—5)2 saadaan ratkaistua kerroin a=—% ja

—2:x? 4
25 15 "
b) Pohjan pinta—ala on paraabelien rajaama, joten se

voidaan laskea maaratyn integraalin avulla. Paraabelit

paraabelin vhtaloksi saadaan v=

leikkaavat muuttujan x arvoilla 0 ja 10, joten pinta—ala
saadaan laskemalla erotusfunktion itseisarvon integraali talla

T e N R
’ 35 75 25 5

dx=83—0m2x26. Tm2.

CASIO 7
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6. Shakkilauta ja riisinjyvat (12 p.)

Shakkilaudassa on 88 ruudukko ja sita ympardi 5 cm levea harmaa reuna. Ruudukon joka teinen ruutu on

valkoinen ja joka toinen musta. Laudan koko reuncineen on 50 cm X 50 cm.

riisinjyvan keskipiste osuu valkoiseen ruutuun?

Valkoisten ruutujen vhteisen pinta—alan osuus koko laudan

%*(50—2*5)*(50—2*5)
50%50 25
vhden jvvan valkoiselle ruudulle osumisen todennikdisvyvs.

pinta—alasta on mikd on

Koska jyvat pudotetaan satunnaisesti, ovat riisinjyvien
osumistodenniksisvydet toisistaan riippumattomia ja tehtava
voidaan ratkaista binomitodenndkéisyyden avulla. Lasketaan
P(”vahintdan 15 jvvad osuu valkoiselle ruudulle™)

=nCr (30, 15)%( 35 ) 15*[1‘28_5]30_15

g 130-16

—ﬁ +...

g 116
+nCr (30, 16)*[ﬁ] *[1

+nCr (30, 30)*[%]30*[1‘28_5]30_30

=0.0304972589...
=0.03.

Vahintdan 15 jyvda osuu valkoiselle ruudulle
todennikéisyvdella n. 0.03.

7. Polynomin itseisarvo (12 p.)

%*(50—2*5)*(50—2*5)
50%50

i
25

binomialCDf[ 15, 30, 30, %]

0.03049725895

ClassPadissa on nopeat komennot
jakaumien arvojen laskemiselle.
Tamankin tehtavan ratkaisun voi

puristaa yhdelle riville.

Anna esimerkki toisen asteen polynomista ax? + bx + ¢, jolle yhtalolla |ux2 + bx + c| = 4 ontasmalleen

kolme ratkaisua. Muista myos perustella, miksi esimerkillasi on vaadittu ominaisuus.

Vihje: Voi olla hyddyllista piirtaa tietokoneella funktion f(x) = |ax? + bx + c| kuvaaja kertoimien a, bjac

eri arvoilla.

ettd paraabelin yhtdlbstd otetun
itseisarvon avulla saatu funktio leikkaa suoran y=4. Naita

Yhtéald voidaan tulkita niin,
leikkauspisteitd pitdd nyt olla kolme.
Valitaan a>0,

kasvaa rajatta, kun x pienenee tai suurenee rajatta,
parabeli leikkaa suoran v=4 tasan kahdessa pisteessa.

jolloin paraabeli avautuu ylospdin. Sen kuvaaja

joten

Kolmas leikkauspiste itseisarvofunktion ja suoran y=4 vilille
saadaan asettamalla paraabelin huipun y-koordinaatiksi —4.
Itseisarvo peilaa tdman pisteen x—akselin vlapuolelle suoralle
y=4,

Esimerkki ehdot tayttavasta funktiosta on x2—4 (a=1, b=0

ja c=—4). Tarkistetaan tulos ratkaisemalla annettu whtals
|x2—4‘=4 muuttujan x suhteen, jolloin saadaan

leikkuspisteiden x—koordinaateiksi x=0,x=—2-ﬁ ja x=2v 2.

m -1 m W

(-2.828,4) (D,Q? (2.8284,4)

-13

Kuvaajan avulla on helppo tarkistaa
omien ajatusten oikeellisuus.

8 CASIO.
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8. Kuinka monta nollaa? (12 p.)

Kuinka moneen nollaan paattyy luku

(I OT}l 000000 __ (9|)l 000000 o

Otetaan vhteiseksi tekijaksi (9!)1000000, jolloin luku on
(9!)1000000*(101000000—11000000)=3628801000000*(101000000—1)

Koska 9!=362880, on se jaollinen kymmenelld wvain kerran.
Siten (91)1000000

Koska 101000000

paattyy miljoonaan nollaan.

-1 ei ole jaollinen kvmmenelld, joten se ei paaty nollaan.
Taten koko alkuperdinen luku paattyy miljoonaan nollaan.

9. Veneen kulkema matka (12 p.)

Aineisto:
9.A Taulukko: Veneen nopeus

Matti seuraa moottoriveneen nopeusmittaria ja kirjaa veneen nopeuden 20 sekunnin vélein. Tuloksena on
taulukko 9.A.

Arvioi taulukon avulla veneen kulkemaa matkaa

200
= / u(t) dt
Jo

9.A Taulukko: Veneen nopeus

kayttamalla numeerisen integroinnin

glll puohsuunnikassaantoa {6 p.] aikat 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 sekuntia

9.2. Simpsonin saantaoa. (6 p.)

Muutetaan laskuissa taulukon nopeudet yksikkton m/s jakamalla ne luvulla 3.86.

Kun lukuihin sovelletaan puolisuunnikasmenetelmad, saadaan integraalin arvoksi ja
veneen kulkemaksi matkaksi

200-0
10%3.6

k[ 8 45+12+15+12+15+18+20422+22+2L |~840m.
7 7

Simpsonin menetelmalla matkaksi saadaan

200-0

m* (0+4%5+2%1 2441 5+2%1 24+ 4% 1 5+ 2% 1 8+ 4%204+2%2 2+ 4%22+21 ) =850m.

CASIO ?
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10. Pohditaan sarjoja (12 p.)

10.1. Mika seuraavassa paattelyssa on vaarin?

o0 1 o

"Koskz: = i1 2" =11

ORde 1_x,mmz
n=0 n=>0

3p)

10.2. Maarita jokin sellainen luku x € R, etta

Z (tan(x))" = 3.

n=0 2

Anna vastaus radiaaneissa kolmen desimaalin tarkkuudella. (9 p.)

a) Jalkimmainen on geometrinen sarja, joka ei suppene. Suhdeluku =2
eikd sille pide suppenevuusehto |q|<1. Silti sarjan summan laskemisessa on
kivtetty suppenevan geometrisen sarjan summakaavaa.

b} Kyseessa on oltava suppeneva geometrinen sarja, koska silld on

aarellinen raja—arvo - Suppenevan geometrisen sarjan summan avulla vhtilo

0
(tan(x))"~ _3 .. 1 _3 . -
saadaan muotoon I—tan(x) —2 eli T—tan(x) 2" josta edelleen ristiin

kertomalla saadaan 2=3-3tan(x). Tami sievenee muotoon tan(x)=%, josta
saadaan ratkaistua wvksi reaalinen arvo kolmen desimaalin tarkkuudella

X=tan"(%)=0. 321750554, . .=0. 322.

ClassPad tarjoaa sovelluksia matematiikan eri osa-alueille geometriasta lukujonoihin.

MENU &

(3 " L 2
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—
=< Ohjel- N (1| Tiedon- Jirjes—
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¥
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11. Trigonometrinen yhtalo (12 p.)

Olkoot
f(JC) — Cos(x)sin(.ﬂ
g(x) = sin(x)*™,

kun( < x < 7. Osoita, etta yhtalolla f(x) = g(x) on tasmalleen yksi ratkaisu, ja maarita se.

Koska kulma on 1. neljanneksessa, sin{x)>0 ja cos(x)>0.

£ (x)
=In(cos (x) )+ (cos(x) IS XI+] (o (x))SINXI =1, (4in(x)) 2

ySI (XD _ (s () ) 50 (x) , (sin G ) 2

=In(cos(x))scos(x) (cos(x) {cos(x))

(sin(x)) 2
(cos(x))

)

=(cos (x) )5 (X) (In(cos(x) )+ (cos(x) ) -

<0 koko avoimella valilla U<x<%, silla ko. walilla

a) (cos(x))sin(x) g
b) In{cos(x))<0 ja cos{x)>0, joten In(cos(x))+{cos{x))<0

(sin(x)) 2 (sin(x)) 2

(cos(x)) (cos(x)) <0

c)

>0, joten In(cos(x))-(cos(x))-

Siis, f(x) on aidosti vdhenevad funktio ko. walilla.

g'(x)
=—In(sin(x) )+ (sin(x) ) €08 X+ (co5(x) ) 2+ (sin(x) ) c0s(x) -1
2
— : - Y f e cos(x), (cos(x))< _ . cos(x)
=—In(sin(x) )-sin(x)-(sin(x)) + Sin (%) (sin(x))
(cos()r:))2

)

= (i cos(X)  _In(si sl
=(sin(x)) {(—In(sin{x) )+sin{x)+ sin (x)

>0 koko avoimella valilla U(x(%, silla ko. walilla

d) (sin(x))©0s{x) 50
e) In(sin(x))<0, joten —In{sin{x))>0 ja —In(sin{x))-sin{x)>0

) (cos(x)) 2

2
: (cos(x)) 50
sin (x)

f sin(x)

>0, joten =In{sin(x))+sin(x)+

CASIO.
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Siis, g(x) on aidosti kasvava funktio ko. walilla.

Taten whtalolla f(x)=g(x) wvoi olla korkeintaan vksi ratkaisu.

Molemmat funktiot f ja g ovat jatkuvia annetulla valilli. Koska f(0.1)=1.0
>e(0.1)=0.1 ja f(1)=0.6<g(1)=0.9, niin kavrien on leikattava toisensa

vahintddn kerran annetun avoimen valin osavalilla 0. 1<x<0.9.

Ehdoista seuraa, ettd yhtalolla f(x)=g(x) on tasan yksi ratkaisu annetulla
vililla.

Laskimella ratkaisuksi saadaan %20. 79.

12. Kolmion piirin ja pinta-alan suhde (12 p.)

Aineisto:
12.ATiedosto: Dynaaminen kolmio

Eraan kolmion piiri on p ja sen pinta-ala on A. Toisen, tasasivuisen kolmion piiri on myos p ja sen pinta-ala
on B. Osoita, ettd A < B.

Voit kayttaa aineistoa 12.A tehtavan tilanteen hahmottamiseksi, mutta tama ei ole valttamatonta ratkaisun
kannalta. Muista myos, etta pelkat kokeilut eivat riita matemaattisen vaitteen perusteluksi.

Heronin kaavalla kolmion pinta—ala on A=vsk(s—a)*(s—b)*(s—c), missi s>0 on piirin p puolikas ja a, b ja ¢
kolmion sivujen pituudet. Nyt c=2s—a—=b ja A=V sk(s—a)*(s—b)*(s—2s+a+h) =V sk (s—a)* (s—b)* (a+b—-s) .

s+ (b—s)+(2+a+b—2+5)
2+/'s+ (atb—s)+ (a—s) + (b—s)

Pinta—alan derivaatta sivun a suhteen on di (Vsk(s—a)*(s—b)*(at+tb—s) ) = , Jjonka
a

ainoa nollakohta on (2+a+b—2+s)=0 on oltava paikallinen maksimikohta.

s+ (a+2+b—-2+5)+(a—5)
2+V's+ (a+b—s)+(a-5)+ (b—s)

Vastaavasti pinta—alan derivaatta sivun b suhteen on % (Vsx(s—a)*(s=b)*(a+b—s) ) =

Téaméa saa arvon 0, kun (a+2+b—2+5)=0 ja on paikallinen maksimikohta.

(a+2+b-2+5)=0
(2-a+b-2+5)=0

saadaan ratkaisuksi a= 2:;5 ja b= 2:;5.

Ratkaisemalla derivaattojen muodostama yhtalopari {
a, b

Talléin kolmas sivu c= 2:;5 ja kolmio on titen tasasivuinen. Jokainen sivu on siis a=b=c=%.

Suurin mahdollinen monikulmion pinta—ala annetulla piirilla saadaan aina sa&nnélliselle monikulmiolle.

. CASIO.
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13. Epayhtaldits (12 p.)
13.1. Olkoot a1, a; € R. Osoita, ettd 2a;a; < a? + a3 . (3p.)

13.2. Olkoot ay, ... . a, € R. Osoita, etta

(24) <(24)"

T

S| -

©p.)

a) Koska (a,—ag)2=a12—2a1a2+a2220, niin patee a12+a2222a,a2.

b) Muokataan epayhtﬁlﬁa'
1
4
akz)] [ z ak ] I Korotetaan puolittain potenssiin 4

1
n
% > akz)] [ z ak ] I Kerrotaan puolittain luvulla n2

n i
n [l Z ] n_ E 4) I Tulon potenssisaantd
n k=1 n k=1
2
2{n n
n_2[ 2 ( ) ] £n 2, (ak4) I Osamaaran potenssisainto
n“ k=1 k=1
n 2 n
> (akz] £n > (akq) I Sijoitetaan ak2=bk
k=1 k=1
n 2 n
> (b)) | sn > (ka] I Avataan summan rakennetta
k=1 k=1

b1 2+by2+. . . +bp 242b.ba+2bsbat. . . +2bibn+2bsbat. . . 2bsbn+t. . . +2bngbn<nb; 24nbs2+. . . +nbp 2
2byba+2bybat. . . +2bibn+2bsbat. . . 2babn+. - . +2bnabn<(n=1)by 24 (n=1)ba2+. . . +(n—-1) by 2

0= (n—=1)b, 2=2b,bs+(n=1) bz 2+ (n=1)b, 2=2b,bat (n—1Ybs2+. . . +(n=1)bpy2=2bpn_bn+(n=1)bp 2 | :(n=1)>0
Osblz—%wz%blz—%wﬁh . .+bn_12—%+bn2

Koska — 2b,b,
n—1

<0, niin luku pienenee poistamalla nimittiji n—1>0. Siis
0<b, 2=2b,b,+b, 2 +b, 2=2b,batbs 2+. . .+bn-12—2bn-1bn+bn2sb12—%+b22+b12—%+b32+. . .+bn_12—%+bn2

0£(by=bz) 2+ (by=bs) 2+, . . +(bpa—bn) 2,
mika on a-kohdan todistuksen nojalla tosi.

CASIO "




