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Pitka matematiikka, syksy 2021

A-0Ssa

@ Vastaa neljaan tehtavaan.

1. Sopivia lukuja 12 p.
Valitse oikea vaihtoehto. Vastauksia ei tarvitse perustella. Oikea vastaus 3 p., vaara vastaus 0 p., ei vastausta 0 p.
1.1 Miké on lausekkeen 1 — 3z arvo, kunz = 27 3 p.
1.2 Jonon (ay,) yleinen termi on muotoa a, = 3 - 2", n € N. Mik4 on termi az? ' 3 p.
(24
1.3 Jono (b, ) toteuttaa ehdot bg = 6ja b1 = by, +4,n € N. Mikd on termi by ? 3 p.

1.4 Polynomi (ac2 + 5z + 1)(x + 3) kerrotaan auki, jolloin muodostuu kolmannen asteen polynomi. Mikd on sen toisen
asteen termin kerroin? 3 p.
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Pitka matematiikka, syksy 2021

2. Geometrisia pikkutehtavia 12 p.

Valitse oikea vaihtoehto. Vastauksia ei tarvitse perustella. Oikea vastaus 2 p., vaara vastaus 0 p., ei vastausta 0 p.

2.1 Paraabelity = 42° jay = 2> — 1 2p.

| eivat leikkaa \ v|

2.2 Pisteiden (1, 6) ja (—1, —6) valisen janan keskinormaalin kulmakertoimelle k£ on voimassa ' 2 p.

[—1<k<0 |v|

2.3 Ympyran 922 + 9y® = 1 sade on 2 p.
EVER

2.4 Tasokayra koostuu kaikista niista pisteista, jotka ovat yhta kaukana yhdesta kiintedsta pisteesta ja yhdesta kiinteasta
suorasta. Tama tasokdyra on ' 2 p.

| paraabeli [v)

2.5 Kuinka monta ratkaisua on yhtélélla cos(3z) = 0,5 vélilla0 < z < 77 (2 p.

3 v

2.6 Ympyrille (z — 1)> 4 (y — 1)? = 4 on piirretty tangentti, joka kulkee pisteen (0, —4) kautta. Tangentti 2 p.

| voi olla laskeva tai nouseva \V\

Tiesitko, etta ClassPad Manager toimii
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Pitka matematiikka, syksy 2021

3. Integraaleja 12 p.

Jokaisesta osatehtavasta voi saada 4 pistetta.

1. Laske
/(w2 +1) dz.
2. Laske
/2 cos(2z) dz.
0
3. Laske

1
/ |z|® dz.
-1

1

1 /3 1 s
2/ (sin(2z)) 5 (sm (2 2) sin(2-0)) =0
0 1 1 0 1 1
3. / (—z‘)3dx +/ zddr = ——/ ($4) + —/ (x4)
1 0 4/4 4
1,4 4 1,4 4 11 1
=—(0"= (-1 —(1 — - ==
4 (O (=1) ) » 4( & ) 4 ® 4 2
4. Tasokayra 12 p.
S o = 1 =
Tarkastellaan vektoreita 0(t) = ¢4 + — 7, kunt > 0.

t2
1. Laske pistetulo (i — 7) - ©(3). 3 p.)
2. Maérita vektorin T(3) pituus. (2 p.)

3. Milld muuttujan ¢ > 0 arvolla vektori ﬁ(t) on mahdollisimman lyhyt? (7 p.)

Tallaista jatkuvaa vektoriarvoista funktiota kutsutaan kdyrdn parametrisoinniksi.

. T —r 1 26
B (1—3)-<1+3_23)=1.3_1.§=_

1\? 730 1
3)| =4/3*+ (—) =4/— = =730
[ (3)] =4/ 9 VB =9
[ 2
3. Vektorin v (¢) pituus on t2 4 (iz) =4 [t2 4 i4 . Koska nelidjuuri on aidosti kasvava funktio, saa pituus
t t

2t6 — 4
5

o

pienimmén arvon silloin, kun juurrettava on pienin. Juurrettavan derivaatta on 9 — 4¢° = ja sen nollakohdat

saadaan ratkaistua yhtdlosti 28 —4 =0 =2« ¢t = ++/2 . Tehtévin ehdon mukaan vain positiivinen juuri kiy

.16 — .96 _
Derivaatan merkit nollakohdan laheisyydessd ovat LAL =-2<0 ja M = % > (0 eli merkki

15 pE 32

vaihtuu - + ja pituuden pienin arvo saadaan kun ¢ = /2

’ CASIO.



Pitka matematiikka, syksy 2021

B1-osa
@ Vastaa kolmeen tehtavaan.

5. Ilmanpaine 12 p.

IlImanpaine pienenee maanpinnalta yldspadin noustaessa kaavan

0,00976h \ 3,50
p(h) =p(1- =)

mukaisesti, kun pg ja T ovat ilmanpaine ja lampétila maanpinnalla (yksikkoing kPa ja K), ja h on korkeus maanpinnalta (m).
Lentokoneen lahtiessa nousuun on py = 101,3 (kPa) ja Tj = 301 (K). Kuinka monta prosenttia ilmanpaine muuttuu, kun
lentokone nousee kahden kilometrin korkeudesta kolmen kilometrin korkeuteen?

Lasketaan, kuinka monikertaiseksi ilmanpaine muuttuu:
0.00978*3000]3'50
301

0.00976*2000]3'50
301

101.3*[1—

101.3*[1—

0.8838106336
Vaheneminen prosentteina on
(1-0.8838106336)%100

11.61893664

Vastaus: llmanpaine vahenee n. 11.6%.
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6. Yhtaloita tasossa 12 p.

1. Tasojoukko A koostuu niista pisteista (z, y), joiden etdisyys pisteestd (—3, 1) on 4. Mika yht&lé kuvaa joukon A
pisteitd? Miksi joukon A pisteitd ei voida esittdd muodossa y = f(z) minkaan funktion f avulla? (6 p.)

2. Maarita niiden ympyroiden yhtal6t, joiden keskipiste on (17 2) ja jotka sivuavat ympyraa z? + (y = 2)2 =4.(6p)

1. Joukko A muodostuu ympyran kehin pisteistd, joiden etdisyvvs pisteesta (=3,1) on

sateen 4 verran. Tata kuvaa vhtald (x+3)2+(y—1)2=42. Funktion maaritelmain
kuuluu, ettd mitddn muuttujan x arvoa ei voi vastata kaksi eri funktion arvoa. Esim.
kohdassa x=—3 wympyralld on pisteet (—3,-3) ja (-3,5), joten mikddn y=f(x)
muotoinen funktio ei voi kuvata ympyraa.

2. Merkitddn pvvdetvyn ympyrin siadettd r. Ratkaistaan, milla sidteen r arvolla
vmpyrdilli on vain vksi vhteinen piste eli ne sivuavat toisiaan. Talldin niiden vhtaldita
vastaavalla vhtaloparilla saa olla vain yksi ratkaisu.

(x=1) 24 (y-2)2=r2

x2+(y-2)2=4

. W m—— - T —
HF : +%,y=\fr+210r 9+2},{X= 12,5 _Jrfeior 9+2”

g igRET 2
Ratkaisuja on wvain vksi, kun y—koordinaatit ovat samat.

I T A O
Solve(v’rgor 9+2=Jr+120r 95 8

{r=-3,r=-1,r=1,r=3}

Sateeksi kady wvain positiivinen luku, joten r=1 tai r=3.

Vastaus: (x-1)2+(y-2)2=12 ja (x-1)%+(y-2)2=32,
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7. Avaruuskappale 12 p.

Tama tehtava on tarkoitettu ratkaistavaksi ohjelmistolla. Vastaukset voi antaa likiarvoina, ja perusteluiksi riittavat
kuvakaappaukset tai selitykset, joista iimenee, mita on mitattu. Tehtavan voi myos ratkaista algebrallisesti laskemalla.
Tarkastellaan monitahokasta M = ABC'DEF', jonka pohja ABC DE on saannéllinen viisikulmio ja jonka sivutahkot ovat
tasasivuisia kolmioita.

1. Piirré kuva monitahokkaasta M. (4 p.)

2. Maaritd monitahokkaan M sdrmén AF ja pohjan vélinen kulma. (2 p.)

3. Maaritd monitahokkaan M tahkon ABF ja pohjan vélinen kulma. (2 p.)

4. Maaritd monitahokkaan M tilavuus, kun sdrman pituus on a. (4 p.)

AB: 4

AF’r 3.402603233

Projektio wylhaalta

D F’

Projektio sivulta sivun DC suunnasta

CASIO. ’




Pitka matematiikka, syksy 2021

|Monitahokkaan ylhaaltd kuvatusta 2D-projektiosta voidaan ClassPad Managerin
geometria—sovelluksessa laskea suoraan pohjalle ABCDE projisoidun janan AF® pituus eli
pohjan karkipisteen etdisyvys viisikulmion keskipisteesta.

Kuvan sdannollisen kolmion ABF sivun pituudeksi on asetetiu 4, koska sivun pituus ei
vaikuta laskettavien kulmien suuruuteen. Laskimesta projektion AF' pituus on n.
3.402603233. Pythagoraan lauseella saadaan monitahokkaan korkeudeksi

Va2-3. 4026032332
2.102924449
ja sarman AF ja pohjan valiseksi kulmaksi

1, 3.402603233
cos™( 1 )

31.71747442
Vastaavasti ylaprojektiosta laskemalla saadaan pohjan vhden sivun keskipisteen G
etdisyyvdeksi pohjan keskipisteesta F' n. 2.752763841, jolloin tahkon ABF ja pohjan
valinen kulma on

2.102924449
2.752763841

tan™( )

37.37736815
Symmetrian takia ei ole merkitysta, minkad tahkon ja pohjan valistd kulmaa lasketaan.

Monikulmion tilavuus sivun pituudella 4 on

%*5*%*4*2. 752763841%2. 102924449

19.29618128
Sivun pituudella 1 vhdenmuotoisuuden perusteella tilavuudeksi saadaan
19. 29618128
a 3

0.3015028325

ja edelleen sivun pituudella a vhdenmuotoisuuden perusteella 0.3015028325a 3 :

Vastaus: Sarman AF ja pohjan vilinen kulma on n. 31.72°, tahkon ABF ja pohjan

vialinen kulma n. 37.38" ja tilavuus sirmin pituudella a n. 0. 3Ua3.

CASIO.




Pitka matematiikka, syksy 2021

8. Raja-arvon suhteellinen virhe 12 p.

Tarkastellaan raja-arvoa

1. Laske raja-arvolle likiarvot, kun ¢ — % =10"%k=2,3,4.(4p.)

2. Osoita, etta raja-arvon tarkka arvo on %} tulkitsemalla tutkittava lauseke erotusosamaaraksi. (4 p.)

7

3. Madrita osatehtavassa 1 laskemiesi likiarvojen suhteelliset virheet. (4 p.)

1. Lasketaan likiarvot laskimella

; sin(%+10_2)—%
1111 10_2
x
t-)4
0.7035594917
1' sin(%+10_3)—%]
11m 10_3
i3
t-)4
0.70675311
) sin(%+10_4)—%
im —a
t> X 10
4

0.7070714246

2. Lauseke on sinin erotusosamaaran raja—arvo kohdassa 1 joten sen arvo on sinin

derivaattafunktion cos(x) arvo kohdassa %

cos(%)
vz
2
%:%, joten kohta 2 on osoitettu.
9

CASIO.




Pitka matematiikka, syksy 2021

3. Suhteelliset virheet saadaan wvertaamalla likiarvoa tarkkaan arvoon ja muuttamalla
virhe prosenteiksi.

1
—=—0.7035594917
V2 1 *100
2
0.5016624902
1
—=0.70675311
V2 1 *100
V2
0.05001865886
1
——0.7070714246
V2 1 *100
V2

5.000176422Ee-3
Vastaus: Suhteelliset virheet ovat n. 0.50%, 0.050% ja 0.0050%.

ClassPad.net on selaimessa toimiva CAS-sovellus, joka kayttda samoja komentoja kuin ClassPad
Manager. Ohjelman peruskayttd on ilmaista ja luomalla tunnuksen saat kayttodsi pilvipalvelun kautta
omien tehtavien tallennuksen ja jakamisen. Tilin luominenkin on maksutonta. Kuukausijasenyyden
maksaneille tulee kaytt66n CAS-laskenta, edistyneet tilastotoiminnot ja kasialan tunnistus.

Improve Your Educational'Life

ClassPad.net

https://classpad.net

CASIO.
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9. Tilin tyhjennys 12 p.

Mikko tyhjentaa tilinsa nostamalla pankkiautomaatista 370 euroa. Automaatti antaa hanelle x kappaletta kahdenkymmenen
ja y kappaletta viidenkymmenen euron seteleita.
1. Muodosta tapahtumaa kuvaava yhtald, jonka luvut  ja y toteuttavat. (3 p.)

2. Kuinka monella eri tavalla automaatti voi antaa 370 euroa pelkkina 20 ja 50 euron seteleina? Seteleiden jarjestysta ei
oteta huomioon. (9 p.)

1. 20x+50x7=370, missd x ja ¥ ovat epanegatiivisia kokonaislukuja.

2. Koska rahamiara ei ole jaollinen 50, niin sitd ei voi muodostaa pelkistaan 50
euron seteleista. Koska se ei myvoskddn ole jaollinen 20, niin sitd ei voi muodostaa
pelkistaan 20 euron seteleistd. Molempia seteleitd siis tarvitaan.

50 euron seteleiden lukumairan on oltava 1 ja 7 wvalilla, koska 8%50=400.
Vaihtoehtoja on niin rajallinen maara, ettd yhtdlén ratkaiseminen Diofantoksen whtalolla
on turhan two6lis. Kavdaan lapi vaihtoehdot luettelemalla:

kpl 50 seteleitda: 370-1x50=320, mikd tarkoittaa 320/20=16 kpl 20 seteleitd.
kpl 50 seteleitd: 370-2%50=270, mikd ei ole 20 jaollinen.

kpl 50 seteleitda: 370-3x50=220, mikd tarkoittaa 220/20=11 kpl 20 seteleitd.
kpl 50 seteleita: 370-4%50=170, mikd ei ole 20 jaollinen.

kpl 50 seteleita: 370-5%50=120, mikd tarkoittaa 120/20=6 kpl 20 seteleita.
kpl 50 seteleitd: 370-6%50=T70, mikd ei ole 20 jaollinen.

kpl 50 seteleitda: 370-7x50=20, mika tarkoittaa 20/20=1 kpl 20 seteleitd.

=1 & O & W b =

Vastaus: Automaatti vol antaa 370 euroa neljdlla eri tavalla.

NS
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10.A Kuva: Funktion kuvaaja

B2-0sa

@ Vastaa kolmeen tehtivaan.

10. Osittaisderivaatta 12 p.

10.A Kuva: Funktion kuvaaja

| Aineisto

Tarkastellaan kahden muuttujan funktiota
f(z,y) = z* 4 32z + y* — 6y + 60.

1. Laske funktion f osittaisderivaatat f; ja f,. (4 p.)

2. Oletetaan tunnetuksi, ettd taméan funktion f pienin arvo saadaan siind tason pisteess, jossa yhtélépari

(5
fy =0
toteutuu (ks. kuva 10.A). Maarita funktion f pienin arvo tata tietoa kayttamalla. (8 p.)

0
Huomautus: Osittaisderivaatalle f, kaytetddn myos merkintoja fr., D, f, D1 f, ()—f ja 01 f; vastaavalla tavalla
ox

osittaisderivaatalle f;,.

1. Osittaisderivaatat ovat

A (x4432x+y2-6y+60)
dx

4-x3+32
4 (444325 +y2-6y+60)
dy
2+v—06
2. Ratkaistaan muuttujien arvot
solve( 4-x3+32=0 , X
{x=-2%
solve(2+v—6=0, v)
{v=3}
Funktion pienin arvo on siis
x4 +3234v2—By+60 | {x=—2, y=3}
3

Vastaus: Osittaisderivaatat ovat 4-x3+32 ja 2+v—=6 ja funktion pienin arvo on 3.

= CASIO.
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11. Noppapeli 12 p.

Eraassa pelissa kaksi pelaajaa A ja B heittavat noppaa vuorotellen, kunnes toinen pelaaja voittaa ja peli loppuu.
Pelaaja A voittaa pelin, jos han heittaa vuorollaan tuloksen 1 tai 2.
Pelaaja B voittaa pelin, jos han heittaa vuorollaan tuloksen 1, 2 tai 3.
Pelaaja A aloittaa.
1. Milla todennakoisyydella peli paattyy siihen, etta A voittaa ensimmaisella heitollaan? (2 p.)

2. Milla todennakaisyydella peli paattyy siihen, etta B voittaa ensimmaisella heitollaan? (4 p.)

3. Mika on kummankin pelaajan todennakoisyys voittaa peli? (6 p.)

1. P{”A wvoittaa 1. heitolla”)=P{”A heittad 1 tai 2”)=%.

2. P("B voittaa 1. heitolla”)=P(”A ei voita ja B heittad 1, 2 tai 3")=% %=%

3. Koska kummallakin pelaajalla on vhtd suuri todennikéisvys wvoittaa ensimmaiselld
kierroksella ja kaikki kierrokset ovat identtisid, on kummankin pelaajan
voittotodennikoisyvs 50%.

OHJELMISTOT JA ESITYSLAITTEET Lisenssit

CASIO tarjoaa useita lisenssivaihtoehtoja seka

jalleenmyyjien etta oman nettikaupan kautta
ClassWiz Emulator

Lisenssin keston voi valita 1 tai 3 vuodeksi
Koneelle asennettava ohjelmisto, joka toimii kuten ClassWiz-sarjan laskimet ‘Yhden koneen asennuksen (single license) lisaksi

CASIO tukee usean koneen keskitettya
asennusta 10, 30 ja 100 koneen

voluumilisensseilla (volume license), jotka sopivat

yllapidon suorittamiin asennuksiin

Kokeiluversio

UUTTA)
ClassPad Il Manager o Kaikista ohjelmista voi ladata 90 paivan ilmaisen

kokeiluversion. Ohjelma on taysversio, joten voit
tutustua monipuolisten ohjelmien kaikkiin

ominaisuuksiin veloituksetta
_,:i Tuotetiehoihin ¥
| ] LATAA ILMAISVERSIO »

limainen opettajalisenssi
CASIO tukee opettajia tarjoamalla iimaisen
lisenssin. Laheta koulusi nimi osoitteeseen

FX-CG50 Manager info@casio.fi omasta tyésahkopostistasi, niin saat
paluupostissa lisenssiin oikeuttavan tunnuksen

Koneelle asennettava ohjelmisto, joka vastaa toiminnaltaan laskinta fx-CG50
TILAA OPETTAJALISENSSI ¥
Tuotetiehoihin »

Koneelle asennettava ohjelmisto, joka toimii kuten ClassPad fx-CP400

CASIO EDU+ sovellus

https://www.casio-laskimet.fi/fi/tuotteet/ohjelmistotjaesityslaitteet/

CASIO. B




Pitka matematiikka, syksy 2021

12. Paraabelialueita 12 p.
Tarkastellaan paraabeleja, jotka kulkevat pisteiden (—1, 0) ja (1, 0) kautta ja ovat y-akselin suhteen symmetrisia.

1. Kirjoita tallaisen paraabelin yleinen yhtalé. (2 p.)
2. Milla ehdolla kaksi tallaista paraabelia leikkaa toisensa kohtisuorassa? (5 p.)

3. Tarkastellaan pinta-alaa, joka jaa kahden tallaisen toisensa kohtisuoraan leikkaavan paraabelin valiin. Mika on taman
pinta-alan pienin mahdollinen arvo? (5 p.)

1. Maédritelladn y—akselin suhteen symmetrinen paraabeli vleisessa muodossa ja
sijoitetaan siihen annetut pisteet.

define f(x)=ax 2 +bac+c

done
{f (-1)=0
f(1)=0 |a,b,c
{a=a, b=0, c=—a}
Siis paraabeli on muotoa y=ax2—a, missd a#0.

2—a kohtaan x=1 piirretyn tangentin

2

2. Koska y'=2ax, on paraabelille v=ax

kulmakerroin 2a. Toiselle paraabelille y=ex“—e kohtaan x=1 piirretyn tangentin
kulmakerroin on Ze. Jos tangentit leikkaavat toisensa kohtisuorasti, mvos paraabelit

leikkaavat toisensa kohtisuorasti. Kohtisuoruusehdosta saadaan 2a%Ze=-1, josta e=—%.

3. Olkoot a>0, jolloin e=—ﬁ<0 ja paraabelit avautuvat eri suuntiin. Niiden wvalinen

pinta—ala saadaan integroimalla.

1
] exz—e—(axz—a)dx=
-1

1
] —Lx2+L—(ax2—a)dx

= da da
dea ., 1
3 32
Taméan lausekkeen pienin arvo saadaan derivaatan nollakohdasta.
d(4-a L]
dal 3 3a
4.a%-1
3-a2
- 2—
solve(4a—21=0, a)la>0
3-a

Pinta—alan pienin arvo on

55l 1277

3 =

Vastaus: Pinta—alan pienin arvo on %

1 CASIO
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13. Eksponenttiyhtalo 12 p.

Tutki yhtalon e™ = In x positiivisten ratkaisujen lukumaaraa kaikilla parametrin a > 0 eri arvoilla.

Muodostetaan erotusfunktio

define f(x)=e?*-In(x)

done
Funktion f(a) on jatkuva ja derivoituva maarittelyjoukossaan x>0. Sen 1. kertaluvun
derivaattafunktio on

d
—(f
dx( {x))
ax-e?"*-1
X
ja 2. Kkertaluvun derivaattafunktio on
2
A2 (fea))
dac2
al.x%.e8 %41
x2
al.x2.08°%4]
Koska 2 >0, on 1. Kkertaluvun derivaatta aidosti kasvava funktio. Niinpa
X

silli voi olla korkeintaan wvksi nollakohta ja funktiolla f{x) korkeintaan kaksi

nollakohtaa. Koska funktion f(a) nollakohtien méirda on sama kuin yhtilén e2%=In(x)
ratkaisujen lukumaara, on annetulla wvhtalolldkin korkeintaan kaksi nollakohtaa.

Hahmotellaan funktion f(a) kuvaajaa eri parametrin a>0 arvoilla dyvnaamisen graafin
avulla.

ClassWiz-laskimet auttavat my6s lukio-
opiskelussa!
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i Pieneen kuoreen on pakattu todellinen
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jatko-opinnoissa.
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Xc=4.7261944 yc=0.2101026
Kédyra parametrin arvolla a=0.12. Minimi ja pienin arvo > 0. A

Havaitaan, ettad funktiolla on kaksi ratkaisua, kun esim. a=0.08.
solve (e0- 08% 1y (x)=0, a)
{x=3.935514869, x=10. 87050989}

Havaitaan, ettd funktiolla ei ole lainkaan ratkaisuja, kun esim. a=0.12. Talléin
derivaatan ainoa nollakohta on funktion pienin arvo on positiivinen.

Koska funktio on jatkuva parametrin a suhteen, on valilla 0.08<a<0.12 oltava jokin

parametrin a arvo, jolloin funktiolla on tidsmalleen vksi nollakohta. Niinpd funktiolla on
0, 1 tai 2 ratkaisua parametrin a>0 eri arvoilla.
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