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Tiivistelma
Syksyn 2018 yo-kokeiden ratkaisut ClassPad Managerilla laskettuina. Laskujen tiedostot ovat
ladattavissa Casion tukisivuilta osoitteesta https://www.casio-laskimet.fi

Pepe Palovaara
pepe.palovaara@casio.fi
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Hyva lukija,

Kasissasi on viimeinen paperille vastattu matematiikan yo-koe! Kevaasta 2019 alkaen
vastausvalineena niin A- kuin B-osan tehtaviinkin on tietokone. Toki suttupaperia saa kayttaa ja
B-osassa laskinkin saa olla mukana. Vastaukset kuitenkin siirretdaan YTL:n sahkoiseen
vastauskenttaan Abitissa.

A-osion tehtadvien ratkaisut tata vihkoa varten on tehty ClassPadin avulla, vaikka kokelaat
tekivatkin ne kasin ja ilman laskinta. A-osassa eActivity-sovellusta on kaytetty vain teksti- ja
matematiikka-editorina eika sen avulla ole ratkaistu mitaan laskuja. Tama vastaa kasin paperille
tehtyja ratkaisuja. B-osiossa on hyddynnetty CAS-laskentaa.

Tama vihkonen on ladattavissa pdf-muodossa ja kaikki tehtdvien ratkaisut ovat saatavilla myos
ClassPadin tiedostoina (.xcp) Casion kotisivuilta. ClassPadin tiedostot aukeavat suoraan eActivity -
sovellukseen kaksoisklikkaamalla ja niitd voi vapaasti muokata. Tiedostot voidaan my®ds siirtaa
laskimeen. Tukesi pahkindnkuoressa l6ytyy osoitteesta

http://www.casio-laskimet.fi

Casio Academy - videot soittolistalla

Syksylla 2017 Casio avasi uuden palvelun, jossa opiskelijoilla on

mahdollisuus harjoitella matematiikan yo-kokeisiin netin valityksella )
matematiikan opettajien kera. Harjoitellaan yhdessa kokeiden CASIO
tehtavia ja lasketaan esimerkkeja lukiomatematiikasta. Opiskelijoiden Academy

tukeminen ja opinnoissa auttaminen on meille tarkeaa. Viimeisimmat
malliratkaisut l6ytyvat tallenteina YouTubesta osoitteesta

https://bit.ly/casio-academy

ClassPad Manager (Win, Mac, iOS, Android)

Siirtyminen ClassPadin kaimmenlaitteesta fx-CP400 tietokoneohjelman ClassPad Manager kaytt6on
ei vaadi kayttajalta kummoisia toimia. Laskin itsessdaan on jo kuin tablettilaite: suuri kosketus-
nayttd, nakyma vaakaan ja pystyyn, kayttd sormella tai kosketuskynalld, komennot alasveto-
valikoista, jne. Nyt tyotilan kooksi saadaan koko naytto ja tiedostojen siirtely on nopeampaa!

Mukavia hetkia syksyn 2018 yo-ratkaisujen parissa!

Espoossa 1.10.2018

Nordic School Coordinator
Casio Scandinavia

CASIO.
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A-osa

Ratkaise kaikki taman osan tehtavat 1-4. Tehtavat arvostellaan pistein 0—6. Kunkin tehtavan rat-
kaisu kirjoitetaan tehtavan alla olevaan ruudukkoon. Vastausta voi tarvittaessa jatkaa erillisella
puocliarkilla. Apuvalineena saat kayttaa taulukkokirjaa. Laskimen kaytto ei ole sallittua sina ai-
kana, kun tama koevihko on hallussasi. Koevihko ja mahdolliset A-osan erilliset vastausarkit on
palautettava viimeistadn kolmen tunnin kuluttua kokeen alkamisesta lukion maaraamalla tavalla.

1. a) Ratkaise epiyhtils 22 < 4.
b) Mitki luvut = € R toteuttavat molemmat epayhtilot 22 — 4z +3 < 0 ja 22 — 4 < 07

## Tied. Muok Lisda Toiminto

B iale] 8 [ar ]

a) Ratkaistaan epavhtald x2£4

xl<a | siirretadn vakio vasemmalle puolelle
x2-1<0 | ratkaistaan vastaavan yhtélon nollakohdat
x2-4=0
a=12 | tehdadn merkkikaavio
-2 2
xZ-4 | ——— | +++ ¥=ax2-4 on ylospain avautuva paraabeli

Epédvhtalo on voimassa, kun —-Z=x=<2.

b) Ratkaistaan epavhtilo x2—4x+350 ja vhdistetdin sen vastaus a—kohdan wvastauksen
kanssa:

x2—4x+3£0 | ratkaistaan wvastaavan whtdlén nollakohdat

x2—4x+3=0 | tavdennetddn nelidksi

(a=2) 2=—3+2 2 | otetaan puolittain nelijuuri

x—-2=%1
=3 tai x=1 | tehdddn merkkikaavio
1 3
x2—4x+3 +++ | —— | +++ y=x2—4x+3 on vléspain avautuva paraabeli

Epédyvhtalo on voimassa, kun 1Zxx<3.

Yhdistettvna a—kohdan wvastauksen kanssa tama on 1=xx2,

CASIO.
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1 1
2. a) Sievenni lauseke 2 + T+ i’ kun x # 0 ja = # —1.

b) Aseta luvut v/2, V/3 ja v/5 suuruusjérjestykseen ja perustele vastauksesi.

## Tied. Muok Lisda Toiminto

B i 6] & [a0 ] _

a) Sievennetaan lauseke laventamalla murtolausekkeiden laskut samannimisiksi:

1 1_1+1_1 1 _ 1 x _l+x
1+x 1 " 1+ £+L_1+x a+l " 14+x A+l 14

1+
x x

1

b» Muutetaan juuren indeksit samoiksi murtopotenssien avulla. Pienin vhteinen monikerta
juurten indekseille 2, 2 ja 5 on 30.
1 15

2=22=230-30/915_30 /33768
1

1
3/3=33=330=30/310-30 /59049

1 6
5/5=59 =5 30=30/56 =30 /15625

Koska parillinen juuri on aidosti kasvava funktio, se sailyttad suuruusjarjestvksen. Luwvut
pienimmasti suurimpaan ovat 30\/ 15625¢< 3UJ 32768 < 30‘/ 59049 .

CASIO
Academy

Opiskelijoiden tukena. Katso tallenteet bit.ly/casio-academy

CASIO.
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1 1
1
3. Laske integraalit a) / ——dr ja b) / el d.
134 1

£ Tied. Muok Lis&3 Toiminto
B[i%[6r] 8 [a 4]

a) Integroitava lauseke on muotoa Tl eli nimittajin derivaatia on suoraan

osoittajassa.

b | =

1
] de-ln(3+1) “In(3-1) 1n[ ]=1n(2).

13+

b} Koska integroitava lauseke muuttuu integroimisvalilla kohdassa a=0, pitdd integrointi
jakaa osiin.

1 0 1
" e ™lax=[" 6=2%dx+ f o2%ax=—3 [" 207 dw+; [ 262%dx
-1 -1° 0

-1

-1
=%f —29_2xdx+%] 292xdx=% (72" (-1) _g=2:0,52:1_42:0)-p2_,
0 0

cAslo Laskimet Yritys  Opettajan tietopal

- Opettaja & koulu v Vanhemmat & koululaiset v Ajankohtaista Yhteystiedot _

Kouluun

VANHEMMAT & KOULULAISET

SUOSIKKIKOULUAINE?
MATIKKA!

Perustietoa koululaskinten kaytosta korvaamattomana
apuvalineena opetustyossa.

Katso tista ¥

Palvelua kellon ympari www.casio-laskimet.fi

CASIO.
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4. Ratkaise seuraavat yhtalot vililla [0, 27]:

a) sinr =1 b) f'(t) =0, kun f(t) = cost c) sinz = (1 + cos z)(1 — cos 2).

% Tied. Muok Lisda Toiminto

Bialbe] 8 [ar ] a

a) Ratkaistaan vhtalo, kun 0£x=<2n

sin(a)=1

x=§

{vksikkympyran kehdpisteen y—koordinaatti on 1 wvain kulmalle %)

b} Kun f(t)=cos(t), niin f’(t)=—sin(t). Valilla 0=i£2nx yhtdld —sin{t)=0, kun
sin(t)=0

t=0 tai t=n tai t=2x

(vksikkiympyran kehapisteen v—koordinaatti on 0 eli yksikkOympyrin ja x—akselin
leikkauspisteita vastaavat kulman arvot)

¢) Ratkaistaan yhtalo
sinz=(1+cos=z) (1—cos=z) | summan ja erotuksen tulon muistisdannolla

sinz=1-{cos=) 2 | trigonometrian peruslauseen nojalla

sinz=1-(1-(sin=) 2)

sinz=(sin:=:)2 | siirretdin termit samalla puolella ja otetaan vhteinen tekija
(sinz) (sin=z-1)=0 | tulon nollasaannéslla
sinz=0 tai sinz-1=0 © sinz=1

Hvodyntamalla a)— ja b)-kohdan tuloksia saadaan ==0 tai z=% tai =z=n tai =z=2=x.

CASIO.
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Bl-osa Ratkaise kolme tehtévista 5-9.

5. Olkoot W =17+27+ 3k ja T = —i— 7k vektoreita. Laske summa u + 27, pistetulo @-T
sekéd vektoreiden w ja v vilisen kulman likiarvo asteen tarkkuudella.

£ Tied. Muok Lisda Toiminto

B ] 8 [ar] - 4

Maaritetaan vektorit u ja v muuttujiksi, jolloin niitd wvoidaan kavitaa laskuissa:
u:=[1 2 3]

[1 2 3]
vi=[-1 0 =71
[-1 0 -7]
Summa on
u+2v
[-1 2 -111
mika wvastaa vektoria —i+2j—11k.
Pistetuloksi saadaan
dotp(u, v)
=22

ja vektorien valiseksi kulmaksi
cc=angle(u, v)

146. 2553867
joka on asteen tarkkuudella 146°.

Huomautus: Vektorien valisen kulman voi laskea wvaihtoehtoisesti vektorien pituuksien ja
pistetulon avulla:

dotp (u, v)
norm () norm(v)

c:=cos™(

146. 2553867
missd norm{u) on wvektorin u pituus, norm{v) wvektorin v pituus ja dotp(u, v) niiden

pistetulo, joka saadaan myos vektorien komponenttien kertoimien avulla
1% (—-1)+2%0+3%(-T)=—22.

CASIO.
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6. Suora y = kx sivuaa ympyréi (r —5)% + (y — 5)% = 1.
a) Maarita kulmakertoimen k kaikki mahdolliset arvot.

b) Maéaritd suurempaa kulmakerrointa vastaavan sivuamispisteen koordinaatit.

£ Tied. Muok Lisda Toiminto

B[] 8 [ar ]

Origon (0, 0) kautta kulkeva suora y=kx sivuaa ympyrad silloin, kun se on ympyrin
tangentti. Tangenttisuora voidaan kirjoittaa muodossa ka—w=0 ja sen etdisyys ympyran
keskipisteesta (5, 5) pitdd olla sdteen verran eli 1. Tastd saadaan yhtald, josta voidaan
ratkaista k:

solve [5k-5| =1, k]

VE2+(-1)2

Sr

Kulmakertoimen k kaikki mahdolliset arvot ovat k=% ja k=%. Suurempi kulmakertoimista
on % ja sitd vastaava sivuamispiste saadaan yhtaloparin ratkaisuna.

(2¢=5) 2+ (y-5) 2=1

%x—y=0

Leikkauspise on [25—1, E] .

Huomautus: Tehtavan voi tarkistaa helposti piirtdamalla.

(x-5) " 2+(y-5)72=1
(2175, 28/5)

4 f 3x—-v=0

[Be [

CASIO.
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7. Tsernobylin vuoden 1986 ydinvoimalaonnettomuuden jilkeen radioaktiivista cesium-137-
isotooppia levisi suureen osaan Eurooppaa ja myos Suomeen. Koska tamén isotoopin puo-
liintumisaika on 30 vuotta, niin tietylle alueelle laskeutuneen isotoopin mééri oli puo-
liintunut vuoteen 2016 mennessé. Oletetaan, etté tietylle alueelle laskeutuneen isotoopin
madré oli yo vuonna 1986.

a) Madritd alueen cesium-137-isotoopin méiirad kuvaavassa funktiossa y(t) = yoe ™
esiintyva vakio &, kun muuttujana ¢ on aika vuosina alkaen vuodesta 1986.
b) Mini vuonna kyseisti isotooppia on alueella jéljelli endd 10 % vuoden 1986 méadrasta?

¢) Kuinka suurella nopeudella kyseisen isotoopin mééra vihenee alueella 40 vuotta on-
nettomuuden jilkeen? Anna vastaus yksikkona 1,/ vuosi.

£ Tied. Muok Lisda Toiminto

B [in[or] 8 (A ]3]

a) Ratkaistaan k vhtalosta

solve ( %yu=yue_k*30 , k)
_In(2) }
{ k= 30
b} Selvitetddn, milloin isotooppia on 10% alkuperiisestd ratkaisemalla yhtild
_In 6'){[5]3 ) et

solve (0. 1vo=yvoe y 1)

_30:In(5) }

{=" Tl gy 2 +30

ans

{t=99. 65784285}
10% isotooppia on jéljella 99. wvuonna vuoden 1987 alusta. Talldin on vuosi Z086.
c) Vahenemisnopeus on funktion yv(t) derivaatta ajan suhteen pisteessad t=40.

In(2)
—%t
—[yue 30 ]It=40

d
dt
—vorln(2)
1
60+2 3
ans

-0.00916918803-¥,

Vahenemisnopeus on n. 0.009 wyo/fvuosi.

CASIO.
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8. YksikkSympyrin kehén pituus on 27. Arvioi tatd lukua approksimoimalla ympyraé sen
sisdén piirretylla sadnnolliselld kuusikulmiolla ja laskemalla kuusikulmion piirin pituus.
Muodosta toinen arvio sddnnoéllisen 12-kulmion avulla ja méaéritd kummankin approksi-
maation suhteellinen virhe vertaamalla tuloksia laskimen antamaan luvun 27 likiarvoon.

## Tied. Muok Lisda Toiminto

B i) o a4 ]

Sadnnollinen kuusikulmio wvoidaan jakaa vmpyrin keskipisteessad kohtaavaan kuuteen
sdannolliseen kolmioon, joiden sivun pituudet ovat vksikkovmpyran sateen verran eli 1.
Suhteellinen virhe on

6-2xn
“om *100

-4.507034145
eli noin 4.5% (piiri on lilan lvhw¥t).

Suorakulmaisten kolmioiden trigonometrian avulla sidannéllisen 12-kulmion sivun pituudeksi

saadaan v 2-v3 ja piiriksi 12¥ 2-v'3 . Suhteellinen virhe on nyvt

12vV2-V3 -2x
2n

*100

-1.138407053
eli noin 1.1% (piiri on edelleen liian lvhyt).
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9. Weibullin (A, k)-jakauman avulla voidaan kuvata mm. maantiepolyn hiukkasten kokoa.
Tutkitaan tapausta A = 1, jolloin jakauman tiheysfunktio méairitelliin kaavalla

w(t, k) = kl‘k_le_tk,

kun ¢t > 0 ja k& > 0. Weibullin kertyméafunktio mééritelliin kaavalla

W(a, k) = f w(t, k) dt.
0

a) Maarita lim w(t, k) vakion k eri arvoilla.
t—0+

b) Maarita kertyméafunktion Wz, k) lauseke, kun = > 0.

## Tied. Muok Lisda Toiminto

B [i%[or] B A ] 4]

a) Tutkitaan toispuoleista raja—arvoa parametrin k eri positiivisilla arvoilla. Aloitetaan
luvuilla, jotka ovat <1:

k
lim (k*tk_le_t ]IU(k(l
t>0+
Undefined

Raja—arvoa ei lovdy, silla lauseke kasvaa rajatta. Kun sijoitetaan k=1, niin saadaan

lim (1x¢1-1e=t!)

t=+0+
1
Raja—arvo on olemassa ja se on 1. Tutkitaan raja—arvo vield, kun k>1
lim (ks 1ot ] 1151
t=>0+
0

Raja—arvo on olemassa ja se on 0.

b) Kun x>0, niin integroitava lauseke on muotoa —f’(x)ef(X) ja talléin

_+k
integraalifunktioksi saadaan suoraan —ef(X)+C eli —e t +C. Niinpd maaratyn integraalin

k k k
arvoksi saadaan —e~%X —(—e_U y=—e~* +1. Sama saadan suoraan laskimella:

X k=1 g—tE
] kxtk~Le~t" qt |a20 and t20 and k>0
0

k
—e % +1

_aK
Integraalin arvo on siis 1-e™*

CASIO.
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B2-osa Ratkaise kolme tehtévista 10-13.

10. Tissa tehtdvassa on kiytossa kaksi mittakeppid seki kyni, jolla voi tehdd merkintdja.
Tarkoituksena on mitata keppien avulla pituuksia. Silmaméaaraisia arvioita ei sallita.

a) Voidaanko 5 metrin ja 3 metrin keppien avulla mitata 4 metrin pituus? (1 p.)
b) Voidaanko 10 metrin ja 6 metrin keppien avulla mitata 7 metrin pituus? (1 p.)

c) Maairitd ne positiiviset kokonaisluvut k, joilla on seuraava ominaisuus: 2k metrin ja
k + 1 metrin pituisten keppien avulla voidaan mitata k + 2 metrin pituus. (4 p.)

## Tied. Muok Lisda Toiminto

B i ] o o] o

a) Esim. kokeilemalla nahdain, ettd 5-5+3-(-7)=25-21=4 eli 4 metrin matka on
mahdollista mitata. Mitataan ensin 5 metrin mitalla 25 metrin matka ja sitten
samasta alkupisteestd alkaen 3 metrin mitalla 21 metrin matka. Vajaaksi jaanyt
etdisvys on tasan 4 metria.

b) Tehtdvad voidaan tarkastella Diofantoksen wyhtalténd, jossa haetaan kokonaislukuihin
kuuluvaa ratkaisuparia vhtéldlle 10x+6y=7. Kirjoitetan ensin Eukleideen algoritmin
avulla syt(10,6) jakoyhtdlona

10=1-6+4

B=1+4+2

4=2+2+0

jolloin viimeisen nollasta eroavan jakojaanndksen avulla svt(10,6)=2. Koska whtdlin
oikea puoli 7 ei ole syt(10,6)=2 monikerta, vhtald ei ratkea eikd siis 7 metrin
matkaa saada mitattua.

c¢) Tutkitaan nvt Diofantoksen vhtaloa 2k-x+(k+1)-v=k+2.

Jos k on parillinen eli muotoa k=2n, missa n€Z+, niin mitattava matka
k+2=2n+2=2{n+1)={(-2k+2k+2) (n+1)=2k+{—n—-1)+(k+1)+(2n+2) ja Diofantoksen
vhtdlén wvksi ratkaisu on aina x=-n-1 ja ¥v=2n+2 ja matka saadaan mitattua.

Jos k on pariton eli muotoa k=2n+1, missd n€Z+, niin mitattava matka
k+2=2n+1+2=2n+3 on myds pariton luku. Nyt mitattavien matkojen syt saa muodon
syt (2k, k+1)=syt (Zk—(k+1), k+1)=syt (k-1, k+1)=syvt (k-1, 2)=syt (2n+1-1, 2)=2 eikd
mitattavaa paritonta matkaa saada parillisten lukujen lineaarikombinaationa.

Siis, kaikki parilliset luvut k kawvvat, keZ+.

CASIO.
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11. Alla olevien kuvioiden kaksi tilannetta ovat syntyneet erddn abiturientin harjoitellessa
dynaamisen matematiikkaohjelman kayttoa. Tehtdviana on auttaa hintd viemadn tarkas-
telu loppuun molemmissa tapauksissa.

a) Mita ympyraan liittyvaa lausetta abiturientti tutkii kuvassa 17 Kirjoita lause mah-
dollisimman tésméllisid termeja kiyttdmalla. (1 p.)

b) Abiturientti tarkastelee kuvassa 2 nakyvéan kolmion merkillista pistettd P. Mikéd tama
piste on? Minké pisteeseen P liittyvin geometrisen ominaisuuden abiturientti voi
todentaa, jos hén piirtdd ympyran, jonka keskipisteena on P ja jonka séde on sopivan
mittainen? (1 p.)

c) Perustele joko a-kohdan lause, kun pisteet A, M ja C' ovat samalla suoralla, tai
b-kohdan ominaisuus. (4 p.)

a = 53,18° 3 =106, 36°

Kuva 1. Kuva 2.

## Tied. Muok Lisda Toiminto

B [in[or] & (A2 ]

a) Ympyran keskuskulma on kaksi kertaa kehakulman suuruinen; A=2«.
b) Piste on kolmion kulmanpuolittajien keskipiste, joka on kolmion sisalle piirretyn
vmpyran keskipiste eli vhta etaalla kaikista kolmion sivuista.

cl1) Perustellaan a)-kohdan lause: Kun A, M ja C ovat samalla suoralla ja M ympyran
keskipiste, niin muodostuu tasakylkinen kolmio BMC sivun pituutena ympyran sade.
Kulma M on kolmion kulmien summan avulla 180°-2u« ja kulman B vieruskulmana

180" -8. Siis 180" -2a=180"-8, josta seuraa viite B=2a.

c2) Perustellaan b)-kohdan pisteen P ominaisuus: Olkoon kuvan piste P
kulmanpuolittajien leikkauspiste. Muodostetaan pisteen P kautta normaalit kaikille kolmion
sivuille. Nyt esim. kolmion ylaosaan muodostuu kaksi vhtenevadd kolmiota kks—lauseen
nojalla (=8, 90° kulma ja yhteinen hypotenuusa). Niinpa etdisyys pisteesta P kolmion
kahdelle sivulla on wyhta pitka.

Vastaavasti voidaan perustella kolmion vasempaan alareunaan muodostuvien kolmiociden
vhienevyys, miké osoittaa etdisvyvden pisteestd P jokaiselle kolmion sivulle yhtad suureksi.
Niinpd piste P keskipisteend on mahdollista piirtad kolmion sisédpuoclinen ympyra (suurin
mahdollinen} .

CASIO.
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12. Digitaalikellossa numerot nollasta yhdeksdin esitetdan numeron 8 muotoon asetettujen
seitseméan LED-valon avulla (ks. kuva 1).

a) Kuinka monta eri merkkia ledeilla voidaan esittiaa, jos merkilta vaaditaan, ettd se on
yhtendinen (kuten kuvissa 1 ja 2) ja ettd ainakin yksi LED-valo palaa? (4 p.)

b) Kuinka suurella todennakdisyydelld merkki on yhtendinen, jos kukin LED-valo on
péélld toisista valoista riippumatta todennékoisyydelld 0,57 (Tyhjs merkki, jossa mi-
kidn valo el pala, tulkitaan yhtendiseksi.) (2 p.)

D
Kuva 1: Kuva 2: Kuva 3:
Kaikki 7 LED-valoa Yhten#inen merkki Epéayhteniinen merkki

% Tied. Muok Lisda Toiminto

B i) 8 [ar ]

a) Kaikkiaan seitsemastd LED—valosta voidaan muodostaa wyhtendisia merkkeja, joissa
palaa ainakin vksi LED-valo

1 LEDin merkkeja 7 kpl (7C1=7, jotka ovat kaikki vhtendisié)

2 LEDin merkkeja 10 kpl (7C2=21, josta pois 11 epayhtendistd)

3 LEDin merkkeji 16 kpl (7C3=35, josta pois 19 epayhtendistd)

4 LEDin merkkeji 20 kpl (7C4=35, josta pois 15 epidyhtendistd)

5 LEDin merkkeja 19 kpl (7C5=21, josta pois 2 epdvhtendistda muotoa "nelit ja
yvlafalaviiva”, kuten kuva 3 tehtavéssa)

— 6 LEDin merkkeja 7 kpl (7C6=7, ovat kaikki vhtenaisia)

— 7 LEDin merkkeji 1 kpl (7C7=1 ja merkki on wyhtendinen)

Yhteensi merkkeja saadaan 7+10+16+20+19+7+1=80 kpl.

b» Merkki on vhtendinen todenndkoisvyvdelld, joka saadaan jakamalla kaikkien whtendisten
merkkien maara eri vaihtoehtojen madralli. Lukuun on lisatty tyvhja merklki.

81
2(1+7+21+435)
81
128
ans
0.6328125

.y ee 81 _,
Todennakdisyvs on 128 ~63%.
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13. a) Madriti sellainen vakion a tarkka arvo, ettd yhtilolla 22 = a+In z on tismélleen yksi
ratkaisu = > 0. (2 p.)

b) Edellinen kohta voidaan yleistii korvaamalla 2% kasvavalla funktiolla f(x), jolle pitee
J"(x) > 0 kaikilla 2 > 0. Osoita, ettd on olemassa yksikisitteinen vakion a arvo, jolla
vhtalolla f(z) = a + Inz on tasmilleen yksi ratkaisu = > 0. (4 p.)

£ Tied. Muok Lisda Toiminto

B[] 8 [ar ] a

a) Maadritellaan funktio f siirtamalla kaikki termit samalle puolelle annetussa vhtalossa,
jolloin whtalén ratkaisut ovat samat kuin funktion f nollakohdat.

define f{x) =x2—ln (x)-a
done
Tutkitaan funktion f(a) kulkua derivaatan awvulla, x>0.
d
—(f
doc (f(x))
2ex2-1
X

Kun a>0, niin derivaatia on aina maaritelty ja 2x2—1=0 © a=—F—=, Vililla 0<{x{—
¥ ] ,—2 ,—2

derivaatta on negatiivinen ja kun x)%, derivaatta on positiivinen. Niinpa funktion

. . . 1 .

ienin arvo saadaan pisteessi x=—— ja se on

P P V’E J

1
f =
( ﬁ)
. n(2) 1
a+ 2 +2
Asettamalla pienin arvo nollaksi, saadaan ratkaistua funktiolle se parametrin a arvo, jolla

nollakohtia on wvain vksi:

solve (—a+ In (22) +%=0, a)
_In(2) l}
{a‘ 2 T2
ans
- {a=0. 8465735903}
3
ol
y=x"2-In(x)—-{n/(2) /2+1/2)
A
== iy 0 YororL, 2 3 1 5 3 —
il
EEE

15

CASIO.




Pitka matematiikka, syksy 2018

£ Tied. Muok Lisda Toiminto

Bl e] 8 [ar ] 4

b)» Muodostetaan erotusfunktio kuten a)-kohdassa: g(x)=f(x)-In{x)—a, missa x>0.

Koska funktio f{x) on kasvava, niin sen derivaattafunktio f’(a)=0 aina, kun x>0.
Koska toinen derivaatta f*"(a) >0, on funktio f{x) alaspdin kupera ja sen
derivaattafunktio f'(x)>0, kun x>0.

Nyt g'(ax)=f"({x) —% ja derivaatan nollakohdat saadaan wvhtilostd f*(x) —%=0 <

xf’(a)-1=0 © xf’(a)=1 (1). Osoitetaan ensin vhtalon (1) mahdollisen ratkaisun
vksikasitteisyys:

Jos vhtaldlla (1) on kaksi positiivista ratkaisua &, ja a2, 2,Fxe, niin ratkaisujen
vilissd on oltava funktion af’(x) paikallinen &aariarvokohta a>0. Nt
f'(a)

i(mf’(x))=1-f’(x)+xf”(x), joten f'(a)+af’(a)=0 € '’ (a)=— a

Tama on ristiriita, silla f*(a)>0 ja a>0, jolloin —%(U ja oletuksen mukaan f''(a)>0

kaikilla 2, eritvisesti f**(a) >0, kun a>0. Ratkaisut eivit siis wvoi olla erisuuret, wvaan
ratkaisun lovtvessi se on vksikasitteinen. (2)

Osoitetaan seuraavaksi ratkaisun olemassaolo: Yhtalolla xf*(x)=1 on oltava positiivinen

ratkaisu ag, silla f'(x)>0 ja f"(x)>0 ja % on vaheneva funktio. (3)

Kohtien (2) ja (3) nojalla vhtalolld g'{x)=0 on tasan vksi ratkaisu x, ja tassa
pisteessd funktion arvonkin on oltava nolla eli g{xo)=f(xs)—In(xy)—a=0 &
flacg)-In{xp)=a. S5iis derivaatan nollakohdan (paikallisen minimikohdan) pitda olla mvos

funktion nollakohta.
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