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Hyva lukija,

Kasissasi on ratkaisut syksyn 2016 pitkdan matematiikan yo-kokeen B-osan tehtaviin. A-osion tehtavien
ratkaisuissa ei saa kayttaa laskinta, joten vastaukset ndihin tehtaviin [6ytyy YTL:n hyvan vastauksen piirteet
—tiedostosta. (http://yle.fi/aihe/artikkeli/2016/09/27/2016-syksy-matematiikka-pitka-oppimaara )

Tama vihkonen on ladattavissa suomenkielisilta Casion tukisivuilta aiempien vuosien ratkaisujen tapaan

(http://www.casio-laskimet.fi/fi/opettajakoulu/opetusmateriaalia/ )

Uutuuskirja

Casio julkaisee lokakuussa 2016 lukion matematiikan oppimista tukevan ilmaisen digitaalisen kirjan.
Kirjassa on n. 300 sivua teoriaa, esimerkkeja, tehtavia ja ratkaisuja. Kirja tulee ladattavaksi Casion
tukisivuilta ja soveltuu oppimisen syventamiseen, kokeisiin valmistautumiseen ja itseopiskeluun.

Kirjan kaksiosainen tehtavajako ilman apuvalineita laskettaviin tehtaviin ja CAS-tehtaviin noudattaa
nykyisten kokeiden jakoa. Kaikkiin CAS-tehtaviin on linkitetty suomenkielinen videoratkaisu, jossa tehtava
tehdaan reaaliajassa ja perustellen ClassPad Il Managerilla. Lisdksi CAS-tehtdviin on ladattavissa tiedosto,
jolloin ratkaisut aukeavat suoraan laskinohjelmassa tai laskimessa.

Laskuteknisia vinkkeja ja Abitti-infoa sisdltava YouTube —kanava on suosittu ja kanavan videoita on katsottu
jo 40 000 kertaa! Kanavan nimi on fx-CP400 ja linkki http://bit.ly/fx-cp400.

ClassPad Il Manager

Ratkaisut kevaan yo-kokeisiin on tehty ClassPad Il Manager —ohjelmalla. Samat laskut voidaan tehda myds
laskimella fx-CP400 ja vastaustiedostotkin kdayvat molempiin. Tama tukee siirtymista laskimista ohjelmien
kdyttoon. Casion ajatus helppokayttoisyydesta sisdltaa sen, etta laskimen kdyton osaavat voivat suoraan
siirtya kdyttamaan ohjelmaa ilman erillista opettelua tai perehdytysta.

ClassPad Il Manager-ohjelman lisensseja voi hankkia vuodeksi tai kolmeksi vuodeksi joko jalleenmyyjien
kautta tai Casion nettikaupasta (https://edu.casio.com/softwarelicense/pop.php )

Mikali et ole vield ehtinyt kokeilemaan ohjelmaa, niin sen 90 péivan ilmaisen trial-version voit ladata
osoitteesta https://edu.casio.com. Linkista I6ydat my6s mm. uusimmat kayttojarjestelmien paivitykset.

Pitka matematiikka

Pitkan matematiikan opiskelu vaatii monipuolisia, mutta samalla helppokayttdisiad valineita. ClassPad Il
Manager ja laskin fx-CP400 ovat sellaisia. Taman vihkosen laadinnassa on kadytetty eActivity-sovellusta ja
sen sisalla sovelluksia Lukujono, Kdyra&Taulukko ja Geometria.

Espoossa 29.9.2016
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Pitka matematiikka, syksy 2016

B1l-osa Ratkaise kolme tehtévistd 5-9. Jos valitset tehtdvan 9, ratkaise joko tehtava 9.1 tai 9.2.

5. a) Kolmion kulmat muodostavat aritmeettisen jonon, ja yhden kulman suuruus on

103°. Maéritda kulmien suuruudet asteina.
. . . . m
b) Kolmion kulmat muodostavat geometrisen jonon, ja yhden kulman suuruus on =

radiaania. Maaritd kulmien suuruudet radiaaneina.

a) Kulma 103" on kolmion suurin kulma, joten aritmeettinen jono kulmille on
%, x+d ja x+2d=103". Lisiksi tiedetdin, etti kulmien summa on 180°. Ratkaistaan
ehdoista muodostuva vhtalbpari:

x+x+d+x+2d=180
x+2d=103 x,d

{x=17,d=43}
Muut kaksi kulmaa ovat siis 17° ja 60°.

b) Merkitdin kolmion kulmia pienimméstd suurimpaan vy, v¥q ja y*qz, jolloin geometrisen

jonon suhdeluku on gq>1. Koska % radiaania on
Rr
i

25.71428571
astetta, se voi olla kolmion pienin tai toiseksi pienin kulma.

Tapaus 1) Jos % on pienin kulma, niin saadaan vhtaldparilla ratkaistua

yHykqHykq 2=x

y:
7 v,q

Naistd wvain jalkimmainen kav, koska q>1. Kulmat ovat %, = ja =
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Tapaus 2) Jos % on keskimmainen kulmista, niin vhtalopari tulee muotoon
y+ykq+yxql=x
V4

ykq=
7 v, q

,q=—2-\f§+3}, {y ,q=2-v‘§+3}}

_ ) N | S
Hy_—14-ﬁ+21 1472421
Naistd wvain jilkimmainen kav, koska q>1.Lasketaan pienin ja suurin kulma:

simplify ( )

o ®
14-v2421
(=2:V2+3)m

7

o 2
lify (——————%(2+V2+3
simplify (37 o * ¢ )9

(2v2+3)m
7

Kulmat ovat siis

(—2.v¥2+3)-r =x . (2+V2+3):m
7 - 7 R 7 -

6. Vesikaukalon péaidyt ovat tasasivuisen kolmion muotoiset, ja kolmion sivujen pituus
on a. Kaukalon pohja koostuu kahdesta suorakulmion muotoisesta levysti, joiden pituus

on b.

a) Vaakasuorassa oleva kaukalo on aluksi tdynna vetta. Sitd kallistetaan pituussuun-
nassa niin, ettd vedenpinta ulottuu vasemmanpuoleisen pédtykolmion alakulmaan
alla olevan kuvion mukaisesti. Kuinka monta prosenttia vedestd valuu pois kallis-
tuksen aikana?

b) Taméin jilkeen kaukalo palautetaan takaisin vaakasuoraan asentoon. Kuinka kor-
kealla vedenpinta on kaukalon syvimmistia kohdasta mitattuna?

alsivu CASIO.




2
a) Koko kaukalon tilavuus on \fia *b. Kaukaloon jddneen veden pinta muodostaa kartion,

V3aZ

jonka tilavuus on %* 1 *b, miki on siis % koko kaukalon tilavuudesta. Vettd poistuu siis

n. BB, 7%.

b) Nyt veden muodostaman kappaleen paaty on vhdenmuotoinen kaukalon paadyn saanndllisen
kolmion kanssa. Veden muodostaman kappaleen korkeus on koko ajan b, joten veden maara on
suoraan verrannollinen paitvkolmion pinta—alaan.

Koska wvettd on jaljella % alkuperaisestd, niin mittakaavaksi saadaan pinta—alojen suhteen

neliéjuurena % Saadaan ratkaistua kysvitty veden pinnan korkeus siddnndllisen kolmion

korkeudesta

1,3
v3 & 2

b2 |

Veden korkeus pohjasta on

b |

7. Tasokiyrd K muodostuu niistd pisteista (z,y), joiden etéisyys origosta on yhtd suuri
kuin etaisyys suorasta y = 2.
a) Johda kiyrin K yhtélolle muoto y = f(x). (4 p.)
b) Laske kilyréin K ja z-akselin viliin jaévin rajoitetun tasoalueen pinta-ala. (2 p.)

a) Asetetaan pisteen etdisyvs suorasta ja origosta vhtd suuriksi ja ratkaistaan vhtalosta v:

lv=2| _/ 2 2
solve ( = (x=-0)“+(y-0)°,v)
J 12

2
_=X
{"" 4 +1}
Kivra on alaspain aukeava paraabeli y=T+1.
b) Lasketaan kiyran leikkauspisteet x—akelin kanssa:
solve ( 1 +1=0, x)
1x=-2,x=2}
Koska kavra on talla valilld positiivinen, saadaan pinta—ala maaratyvn integraalin awvulla.
2 _.2
] i +1dx
-2
8
3

Pinta—ala on % pay.
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v=(—-x"2) /4+1

s - - ) 5
Alempi=—2 I Yiempi=2
Jdx=2. 66666667 A=2.666666B7
B

8. Alla oleva kaavio esittda pienen kaupungin katuverkkoa. Anssi kulkee pisteesta A pis-
teeseen B kiyttdmélla mahdollisimman lyhytté reittid, jolloin matkan pituus on nelja
korttelinvilia. Sellaisissa risteyksissé, joissa kaksi vaihtoehtoa johtaa lyhimpéan reittiin,

héin valitsee suunnan kolikkoa heittamalla.

a) Piirra erilliset kuviot kaikista niista viidestd mahdollisesta reitistd, joiden pituus on
nelja korttelinvilid, ja méaarita niiden valintatodennikoisyydet.

b) Birgitta kulkee pisteestd B pisteeseen A ja valitsee mahdollisimman lyhyen reitin
vastaavalla tavalla. Anssi ja Birgitta ldhtevét liikkeelle samanaikaisesti ja kulkevat
samaa vauhtia. Kuinka suurella todennikoisyydellda he kohtaavat toisensa matkan
puolivilissa?

Todennikéisvvdet eri reittien valinnoille saadaan tuloperiaatteen nojalla.

A

valinnan todennakdisvys wvalilla AB.

P(”Reitti 1”)=

1wl
2*1*2*1

P(”Reitti 2")=

e
2*1*2*1

6|Sivu
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P(”Reitti 3”)=

1.1
2*2*1*1

P(”Reitti 4”)=

1.1.1

P(”Reitti 5”)=

1.1.1
2*2*2*1

o | =

oo~

G0 =

Reitti 1

Reitti 2

Reitti 3 Reitti 4

A
Reitti 5

b) Kohtaamispisteiden tavtyvy olla kahden korttelin etadisvydelld lahtopaikasta.

P("Birgitta ja Anssi kohtaavat™)=1-P(”Birgitta ja Anssi eivat kohtaa™)=1-P(”Toinen valitsee
reitin 3 ja toinen ei”)

1.3 3.1
1-( %3+ %7

Birgitta ja Anssi kohtaavat todenakdisvydella 9

§.
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9. Valitse joko tehtava 9.1 tai 9.2.

9.1 Olkoon n = 2,3,4, ... kokonaisluku. Osoita, etta luku

on jaollinen luvulla 6.

Define f(n) =n3+6n2—7n

ja tutkitaan kaikki wvaihtoehdot:
f(n) |n=6p

factorOut (ans, 6)
f(n) In=6p+1
factorOut (ans, 6)
f(n) In=6p+2

factorOut {ans, 6)

f(n) | n=6p+3
factorQOut (ans, 6)
f(n) |[n=6p+4
factorOut (ans, 6)
f(n) |n=6p+5

factorOut (ans, 6)

8|Sivu

9.1. Kokonaisluvut voidaan kirjoittaa muodossa 6p,

K | —
n® +6n —Tn

bp+1,

missd p on kokonaisluku. WMaaritelladn funktio f{n)

CASIO

Gp+2, 6p+3, 6p+d, Gp+5,

done

216-pS+216+-p2-42p
6-(36-p3+36+p2=T7-p)

(6+p+1) 346+ (Gop+1) 27+ (6+p+1)
6-(36-p3+54-p2+8-p)

(6+p+2) 346+ (6+p+2) 2=7+ (B+p+2)

6+(36-p3+72-p2+29-p+3)

(6+p+3) 346+ (6-p+3) 2=7+ (B+p+3)
6+(36+p3+90-p2+56-p+10)
(6+p+4) 346+ (6op+4) 2=7+ (6+p+4)
6+(36-p3+108-p2+89-p+22)
(6+p+5) 3+6+ (6+p+5) 2=T+ (6+p+5)

6-(36+p3+126-p2+128-p+40)

Kaikissa tapauksissa saadaan wvhteiseksi tekijiksi luku 6 eli f{n) on jaollinen luvulla 6.




9.2 Tarkastellaan raja-arvoa B _
. " —60x —8
lim 5
r—2 ¢ — 4

eksponentin n = 1,2, 3.... eri arvoilla.
a) Osoita, ettd raja-arvo on olemassa, kun n = 7.
b) Osoita, ettd raja-arvoa ei ole olemassa, kun n # 7.

9.2. Raja—arvo on olemassa, mikili rationaalifunktion nimittdjan nollakohta saadaan supistettua.
Nimittdja on tulomuodossa (x—2) (x+2), joten raja—arvon kannalta tdrked tulontekija on x—2.

Nimittdjan tulontekija x—2 supistuu, jos ja vain jos se on myds osoittajan tulontekiji eli x=2 on
osoittajan nollakohta.

7

Kun n=7, niin osocittaja on x'-60x—-8 ja sijoittamalla tahin x=2 saadaan

x 1 -60x—8 | x=2
Siis raja—arvo on olemassa, kun n=7.

Kun n#7, niin osoittajan alkuosa on luvun 2 potenssi (2, 4, 8, 16, 32, 64, 256, ...) ja
siita vahennettava loppuosa (60%2+8)=128. Koska osoittajan alkuosaksi ei saada lukua 128 kun
n*7, niin lauseke ei supistu eikd raja—arvoa lovdy.

B2-0sa Ratkaise kolme tehtavista 10-13.

10. Yhtalo x = g(x) voidaan usein ratkaista kiintopistemenetelmdan avulla. Tall6in tehddian
alkuarvaus zg ja maaritellaan lukujono (z,,) kiyttamalla palautuskaavaa

Tpe1 = g(x,), kun n=0,1,2,3,...

Anna seuraavien kohtien vastauksina lukujen x4 likiarvot kolmen desimaalin tarkkuu-
della.
a) Ratkaise yhtilo

r=2+Inx (%)

kiintopistemenetelmén avulla, kun alkuarvauksena on zy = 1.

b) Yhtalolla (%) on toinenkin ratkaisu. Muokkaa yhtalo (x) eksponenttifunktion avulla
toisenlaiseen kiintopistemenetelmissi kiytettiviin muotoon ja ratkaise se alkuar-
vauksella xy = 1.

CASIO O1sive




Luku x,4%0, 159.

x=In(x)+2

x—2=In(x)

eX 2=x

x—=2.

. 3678794412

. 1955145342

. 1645591061

. 1595431447

. 1587448861

. 1586182172

. 1585981265

. 1585949401

. 1585944348

a) Kaytetadn iteroitavana funktiona g(x)=2+mn(x). b) Ratkaistaan alkuperaisesta yhtaldsta iteroitava
Vastaus saadaan iterointiketjun avulla lauseke eri tavalla:
1 . x=2+In (x)
2+In(ans) , ans—2
2+In(ans) ans
2.693147181 ||¢
2+In(ans)
2.990710465 Vastaava itercintiketju funktiolle g(x)=e
2+4In (ans) 1
3.095510972
2+In(ans) eans—2
3.129952989
2+In(ans) ans—2
3.141017985 ||°
2+In(ans)
3.144546946 | 630572
2+In(ans)
3.145669825 eans—2
2+In(ans)
3.146026848 pals—2
2+In(ans)
3.146140339 9
Siis x;0%3, 146. ot
eans—2
edns—2
edns—2
edns—2

. 1585943547

Lataa ilmainen testiversio ClassPad Il Managerista

https://edu.casio.com/freetrial/fi/freetrial list.php

10| Sivu
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Lukujono-sovelluksella voidaan suoraan muodostaa kiintopistemenetelma graafisesti ja paatya samaan

ratkaisuun. Iterointiaskelia voi kulkea painamalla Enter (EXE) —ndppainta.

£ Muok Zoom Analyysi &

B | v | B |

+—Fx
Zan

aq+1=2+ln %) .______..—-__._————_
3 —il}
-2 -1 ! : 4 £ E
¥c=3. 1461403 o yc=3. 1461764

| B | G

Rekurs [Eksplis |

- an+1=2+ln (X )
a.n:].

# Muok Zoom Anglyysi ¢

+ =

Zan

c=0. 1585944

yc=0. 1585944

Rekurs [Eksplis |

[] ans1=2+In(x)
ap=1

M byn.=ex—2
be=1

CASID@ 11|Sivu



11. Ympyra sivuaa y-akselia origossa seka kidyrid y = — ja y = —— alueessa x > 0. Maéarita
€T T

ympyran side.

(=]
L

Koska tapaus on x—akselin suhteen symmetrinen, tutkitaan x—akselin vlipuolelle jaavaa
puolivmpyraa. Merkitadan vmpyran sadetta r, keskipistettd K, vmpyran ja kavran y=%,

x>0, leikkauspistettd A ja pisteen A projektiopistetta x—akselilla B.

kuva => (4

Nwvt pisteen A koordinaatit ovat muotoa (a, %), a>0 ja janan KA kulmakerroin on

1

a-r
1
a-(a-1)
Toisaalta janan KA kulmakerroin on kohtisuorassa pisteeseen A piirrettva tangenttia vasten.
Tangentin kulmakerroin kohdassa A on

(%)
—| =1 Ilx=a
dx \ X !
-1
a2
joten kohtisuoruusehdon mukaan janan KA kulmakerroin on az. Naistd ehdoista saadaan
vhtalo, josta wvoidaan ratkaista r:

solve( =a2 $T)

a-(a-r)

3
12150y CASIO



2
Suorakulmaisesta kolmiosta ABK saadaan Pythagoraan lauseella ehto r2= [ %] +{a-r) 2 .

Sijoitetaan tdhdn ehtoon saatu sateen r lauseke:

r2=[%] 2+(a—r) 2 | {r=a—aL3}

ja ratkaistaan saadusta vhtilosta a:

i
1 1 1
solve ( [a——] =—F+——,a)
ad al ab

Vain jalkimmainen arvo kidv. Ympyrin sade on
1

r=a—L3 la=3 4

a

simplify (ans)

1
2.3 4
—

Vastaus: side on

CASIO
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12. Tehtaviassa tutkitaan tason vhtélon erilaisia esitysmuotoja.
a) Tarkastellaan yhtdloa

N-(T—7p) =0 (%)
kun

N = 3i—-2j+5k,

T ri+yj+zk ja

To = i+2j+3k.

Muunna yhtélo (%) muotoon
axr +by+cz=d (%)

madrittamalla siind esiintyvét vakiot a, b, ¢ ja d.

b) Osoita, ettéd piste (1,2, 3) toteuttaa yhtédlon (xx) néilld vakioiden arvoilla.

c) Miiritd uudet vektorit N ja 7, joilla yhtild 2z —5y+T7z = 14 on yhtiipitivi muotoa
(%) olevan yhtdlon kanssa.

a) Vektorin N on oltava tason normaalivektori, koska sen pistetulo tason wvektoria vastaan on
nolla. Tason tunnetun pisteen paikkavektorista r, saadaan wvhden tason pisteen koordinaatit.

Normaalivektorista saadaan tason koordinaattimuodon kertoimet, jolloin taso saadaan muotoon
3x—-2y+5z=d. Sijoitetaan tason yhtdloon tasossa olevan pisteen koordinaatit din ratkaisemiseksi:
3x-2y+Hz=d | {x=1, y=2, 2=3}

14=d
Tason yhtdlo on siis 3x—-2y+5Hz=14.

b) Sijoittamalla pisteen koordinaatit tason whtadloon saadaan tosi viite: 3%1-2x%2+5%3=14,
c¢) Tason koordinaattimuodosta nahdain normaalivektori: N=2i—-5j+7k. Sijoittamalla helpot x— ja

v=koordinaatit (0, 0) tason vhtidléén, nihdaan ettd 2%0-5#%0+7z=14 on tosi vain, jos z=2. Siis
vksi tason pisteistda on (0,0, 2) ja vektoriksi kav re=2k.

YO-ratkaisut netissa: http://www.casio-laskimet.fi/fi/opettajakoulu/opetusmateriaalia/

Laskuvinkkeja YouTubessa: http://bit.ly/fx-cp400
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13. Reaaliluku on algebrallinen, jos se on jonkin kokonaislukukertoimisen polynomin nolla-
kohta. Téllaiset polynomit ovat muotoa

2
P(z) = ap+ a1z + azx” + - - - + a, 2",

kun polynomin astelukuonn = 1,2, 3, ... ja kertoimet ag, a,, as, . . ., a,, ovat kokonaislu-

kuja. Osoita, ettd luku z on algebrallinen johtamalla jonkin sopivan polynomin lauseke,

kun _
_ 2

a) r= 3 (1p.)

b) =3 (1p.)

c) r=2+3 (1p.)
d) z=v2+V3. (3 p.)

a) Muokataan vhtaloa

fo=x-%
f(x)=x-2
ans*3
3£ (x)=3-(x-2 |
expand (ans)

3 (x)=3+x-2
Polynomiksi kiy P({x)=3x-2.

b) Esim. P(x)=x2—3 on tekijamuodossa summan ja erotuksen tulon avulla

rFactor(x2—3)
(x+vV3)+(x=V3)

joten esimerkiksi P(x)=x 2 -3

c¢) Siirtamilla termi saadaan yhtdlé muokattua muotoon

x-2=v3
x—2=V 3
ans 2
(x—2)2=3
expand (ans)
x2-4ex+4=3
rewrite {ans)
%2 —4ex+1=0

Tama toteuttaa tehtavin ehdot ja vksi esimerkki on P(x)=x2—4-x+1.
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d) Muokataan vhtaloa
x=vV2+/3
x=vV3+/2

ans2
x2=(V3+/2)?
expand (ans)
x2=2+/6+5
ans—5
x2-5=2:V6
ans2
2
(x2-5)“=24
expand (ans)
x4-10-x2+25=24
rewrite(ans)
x3-10-x2+1=0

Yksi esimerkki kysvtvksi polynomiksi on P{x)=x 4—1 0-x 2 +1.

MATEMATIIKKA JA URHEILU: KAKSI TOISIAAN LAHELLA OLEVAA MAAILMAA

Ajanotto, pituuksien mittaus, osumien laskenta — urheilussa matematiikkaa kaytetaan monella tave
geometriaa — René Wiegand kuvailee matematiikan nakokulmaa urheiluun

Lue lisaa @

LIKUNTAA AJATUKSELLA GRAFIIKKALASKIMI

kkalaisessa mytologiassa |karos rakensi itselleen siivet

ASTRONOMIA: LASKENTAA TAIVAAN JA MAAN VA.LILLA. koa, koska linnunhdyhenista koottujen siipien

o da Vinci yritti rakentaa lentokoneen, mutta

i

Tahtikirkkaasta yosta voit tuskin saada tarpeeksesi: syva aarettomyys silmien edessa saa ihon kananlihalle. Tata
avaruuden kiehtovuutta voidaan kayttaa hyvin myods matematiikan tunneilla. Lue lisaa @

Lisaa teemaosioita

http://www.casio-laskimet.fi/fi/opettajakoulu/opettajalle5/
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