c n SI o “Enemmdin aikaa matematiikan opiskeluun,
®

vihemmdn aikaa laskimen opetteluun.”
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Hyva lukija,

Kasissasi on ratkaisut syksyn 2016 lyhyen matematiikan yo-kokeen B-osan tehtaviin. A-osion tehtavien
ratkaisuissa ei saa kayttaa laskinta, joten vastaukset ndihin tehtaviin [6ytyy YTL:n hyvan vastauksen piirteet
—tiedostosta. (http://yle.fi/aihe/artikkeli/2016/09/27/2016-syksy-matematiikka-lyhyt-oppimaara )

Tama vihkonen on ladattavissa suomenkielisilta Casion tukisivuilta aiempien vuosien ratkaisujen tapaan

(http://www.casio-laskimet.fi/fi/opettajakoulu/opetusmateriaalia/ )

Uutuuskirja

Casio julkaisee lokakuussa 2016 lukion matematiikan oppimista tukevan ilmaisen digitaalisen kirjan.
Kirjassa on n. 300 sivua teoriaa, esimerkkeja, tehtavia ja ratkaisuja. Kirja tulee ladattavaksi Casion
tukisivuilta ja soveltuu oppimisen syventamiseen, kokeisiin valmistautumiseen ja itseopiskeluun.

Kirjan kaksiosainen tehtavajako ilman apuvalineita laskettaviin tehtaviin ja CAS-tehtaviin noudattaa
nykyisten kokeiden jakoa. Kaikkiin CAS-tehtaviin on linkitetty suomenkielinen videoratkaisu, jossa tehtava
tehdaan reaaliajassa ja perustellen ClassPad Il Managerilla. Lisdksi CAS-tehtdviin on ladattavissa tiedosto,
jolloin ratkaisut aukeavat suoraan laskinohjelmassa tai laskimessa.

Laskuteknisia vinkkeja ja Abitti-infoa sisdltava YouTube —kanava on suosittu ja kanavan videoita on katsottu
jo 40 000 kertaa! Kanavan nimi on fx-CP400 ja linkki http://bit.ly/fx-cp400.

ClassPad Il Manager

Ratkaisut kevaan yo-kokeisiin on tehty ClassPad Il Manager —ohjelmalla. Samat laskut voidaan tehda myds
laskimella fx-CP400 ja vastaustiedostotkin kdayvat molempiin. Tama tukee siirtymista laskimista ohjelmien
kdyttoon. Casion ajatus helppokayttoisyydesta sisdltaa sen, etta laskimen kdyton osaavat voivat suoraan
siirtya kdyttamaan ohjelmaa ilman erillista opettelua tai perehdytysta.

ClassPad Il Manager-ohjelman lisensseja voi hankkia vuodeksi tai kolmeksi vuodeksi joko jalleenmyyjien
kautta tai Casion nettikaupasta (https://edu.casio.com/softwarelicense/pop.php )

Mikali et ole vield ehtinyt kokeilemaan ohjelmaa, niin sen 90 péivan ilmaisen trial-version voit ladata
osoitteesta https://edu.casio.com. Linkista I6ydat my6s mm. uusimmat kayttojarjestelmien paivitykset.

Lyhyt matematiikka

Lyhyen matematiikan opiskelija hyotyy helppokayttoisesta ja selkedstd CAS-ohjelmasta. Opiskelun aikana
se yhdistaa graafisen tarkastelun laskuihin, koetilanteessa se luo turvallisuuden tunnetta ja auttaa
opiskelijaa saamaan parhaan osaamisensa esille. ClassPadin kdyton periaate suosii tata ajatusta ja esim.
kuvaajan piirtaminen onnistuu raahaamalla vastaava lauseke koordinaatistoon. Virheiden maara vahenee
ja komentojen opettelu ei vie aikaa itse matematiikan oivaltamiselta.

Espoossa 29.9.2016
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Lyhyt matematiikka, syksy 2016

Bl-osa Ratkaise kolme tehtivisti 5-9.

5. Poytaliinan alkuperiinen koko on 2 m kertaa 4 m. Se kutistuu pesussa 5 % seké pituus-
ettd leveyssuunnassa. Kuinka monella prosentilla poytéliinan pinta-ala pienenee?

5) Lasketaan pienentyneen pinta—alan suhde alkuperidiseen ja muutetaan tulos prosenteiksi:

0. 95%2x%0, 95%4
[1— 250 ]*100

9.75
Péytaliinan ala pieneni 9, 75%.

6. Tommi ostaa uuden kompostikdymaélan, jonka sisdosa on pyorahdyskappale, jolla on
kuvan mukainen poikkileikkaus. Laske kompostikiymalan séilion sisatilavuus.

97 cm

45 cm 32cm

12cm <http://sauna.net>
65 cm Luettu 28.4.2015.

6) Sisdosan vylareuna on ympyra, jonka ala on

__ [ 65-4 ] 2
yvmpyrali=n 7

2922. 166566
ja alareuna on vmpyrd, jonka ala on
(%)’
yvmpyra2:i=m o
1590. 431281

Ylaosan lierion tilavuus + alaosan katkaistun kartion tilavuus kuutiosenttimetreini on

vmpyral*®(97-32) +%* (32-2) (vmpyral+V vmpyral®kvmpyra2 +vmpvra2 )

256648. 4848
Taméd on n. 260 dm3.
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7. Kahden riippumattoman tapahtuman A ja B todennékoisyyksille patee kaava
P(A ja B) = P(A)P(B).

a) Anna esimerkki kahdesta riippumattomasta tapahtumasta.
b) Anna esimerkki kahdesta tapahtumasta, jotka eivéit ole riippumattomia.

Esimerkkeja voi hakea esimerkiksi nopanheitosta. Myos muunlaiset esimerkit ovat mah-

dollisia.

7) a) Heitetadn kahta noppaa ja merkitddn A="saadaan 1. nopalla silmiluku 6% ja B="saadaan 2.
nopalla silméluku 6”. Toisen tapahtuman todennikéisyvs ei wvaikuta toiseen, joten tapahtumat ovat

riippumattomia.

b) Mika tahansa otanta ilman takaisinpanoa kiv. Esim. valitaan luokasta kaksi opiskelijaa arpomalla
ja merkitddan A="ensimmainen opiskelija on tytt6” ja B="toinen opiskelija on ty¥tto”. Nyt
ensimmaisen tapahtuman sattuminen wvaikuttaa jalkimmaisen tapahtuman todennakdéisyyteen ja
tapahtumat eivat ole riippumattomia.

YO-ratkaisut netissa: http://www.casio-laskimet.fi/fi/opettajakoulu/opetusmateriaalia/

Laskuvinkkeja YouTubessa: http://bit.ly/fx-cp400

8. Kun kumipallo putoaa korkeudesta h, se ponnahtaa ylospain korkeuteen 0,8 - h saakka.
Pallo pudotetaan yhden metrin korkeudesta. Mikid on pallon kulkema matka, kun se
kymmenennen kerran osuu lattiaan?

8) Pallon ensimmiinen pomppu on 0, 8m korkea, toinen 0,82111, kolmas 0,83111, jne,
Pomppujen korkeudet muodostavat geometrisen jonon. Huomioidaan laskussa myos pallon
alaspain kulkema matka kertomalla geometrinen summa kahdella.

Kaikki muut matkat pallo kulkee kahdesti, paitsi ensimmaisen pudotuksen yhtad metria.
Lisdtaan tama 1 metri geometriseen summaan.

9
2 > (0.8%k)+1
k=1
7.926258176

Pallon kulkema matka on n. 7, 9m.
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9. Kolmion kulman puolittaja jakaa kulman vastaisen sivun kulman viereisten sivujen
pituuksien suhteessa. Kolmion kérkipisteet ovat A(0,0), B(2,1) ja C(1,3).

el |AC|
a) Laske A8

b) Merkitddn kirjaimella D sivun BC' ja kulman A puolittajan leikkauspistetta. Laske

pisteen D koordinaatit.

a) Lasketaan kysvitty suhde:

v (1-0) 2+(3-0) 2
J (2-0) 2+ (1-0) 2

b) Pisteen D paikkavektori on AC+H/ 2xCRO.

AC:=[1-0 3-0]

B%:= 1
norm{[2-1 1-31)

*¥[2-1 1-31]

Taten pisteen D paikkavektoriksi saadaan
AC+/ 2%CB°

V2

Ratkaistaan vektori AC ja vksikkévektori CB%
[1 3]
[ﬁ -24/5 ]

5 5

[ V?H —2-;’W+3]

Pisteen D koordinaatit ovat ['éU +1

=2410q),
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B2-0sa Ratkaise kolme tehtavista 10-13.

10. Jalkapalloturnauksen vilieriin ovat selvinneet Suomen lisidksi Saksa, Senegal ja Singa-
pore. Kummastakin vilierdottelusta voittaja jatkaa finaaliin. Seuraavaan taulukkoon on
listattu voittotodennikoéisyyksia prosenteissa. Tasapeleja ei ole, ja sama todennékoisyys
pitee sekd vilierdassa etta finaalissa.

Saksa voittaa Senegalin 65 %
Saksa voittaa Singaporen 55 %
Saksa voittaa Suomen 100 %
Senegal voittaa Singaporen 40 %
Senegal voittaa Suomen 60 %
Singapore voittaa Suomen 50 %

a) Mika on todennékoisyys, ettd Suomi pelaa finaalissa Saksaa vastaan, jos vélierdparit
ovat Saksa—Senegal ja Singapore—Suomi? (2 p.)

sl

‘ Saksa ‘Senegal‘ ’Slngapore Suomi ‘ vélierat

finaali

b) Milla vilierapareilla Suomen todennakoisyys voittaa koko kilpailu on suurin? Mika
on todennakoisyys tassa tapauksessa? (4 p.)

10) a) Riippumattomien tapahtumien kertolaskusaantta soveltamalla Saksan
voittotodennékoisyyteen 0,65 ja Suomen voittotodennédkdisyyteen (1-0,5) saadaan
0.65%0.5

0.325
b) Jos Saksa pelaa Suomea vastaan, niin Suomi ei voi voittaa turnausta. Turnauksen
loppuottelussa siis pitdisi pelata Suomi—Senegal tai Suomi—Singapore eikd Suomen joukkueen
tule missdadn vaiheessa kohdata Saksaa. Tutkitaan naiden wvaihtoehtojen todennakéisyydet:

Suomi voittaa finaalin Suomi—Singapore: Suomi on voittanut Senegalin (in. 0, 4), Singapore
Saksan (tn. 0,45) ja Suomi voittaa vield loppuottelun (tn. 0, 5). Kertolaskusaénnélla
0. 4x0. 45%0. 5

0.09
Suomen turnausvoiton tn. on 9%.

Suomi woittaa finaalin Suomi—Senegal: Suomi on voittanut vilierissd Singaporen (in. 0,5),
Senegal Saksan (tn. 0, 35) ja Suomi hoitaa finaalin (tn. 0, 4). Kertolaskusdannilla
0.5x0.35%0. 4

0.07%
Suomen turnausvoiton tn. on 7%.

Suurin wvoiton todennakéisvyvs on 9%, jos wvilierdparit ovat Suomi—Senegal ja Singapore—Saksa.
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11. Suomessa verotetaan ansiotuloa progressiivisesti oheisen taulukon mukaisin veroastein.
Yritysjohtaja Karhu haluaa houkutella maahan rikkaita maahanmuuttajia siirtymalla
tasaveroprosenttimalliin, jossa kiytetddn samaa ansioveroprosenttia tulotasosta riippu-
matta. Arvioi taulukon ja oheisen lehtileikkeen perusteella, miki on se tasaveroprosentti,
jolla voidaan keritd yhta paljon verotuloa kuin nykymallilla. Tee tarvittavat oletukset
tulojakaumasta ja kirjaa ne myo6s néikyviin.

Vero alarajan ylit-

Verotettava ansiotulo,  Vero alarajan —
: taviasta tulon osas-

€ kohdalla, € ta. %
16 50024 700 8 6.5
24 700-40 300 041 175
40 300-71400 a2l 21,5
71 400-90 000 9957,50 29.75
90 000— 15491 31.75

Kauimmas kdrk: on karannut Kauniaisissa, missa hyvdtuloisin prosentt:
ansaitsee vahintadn 293 362 euroa vuodessa. Naapurikunnassa Espoossa hui-
pun tulot ovat lihes puolet vahemmdn, 155 273 euroa vuodessa.

Pienammulla tuloilla hyvdatuloissmman prosentin joukkoon pddsee Rauta-
vaaralla, Sotkamon naapurissa (52 286 e). Eli Kauniaisissa tuloeliittiin pddse-
miseen tarvitaan lihes neljainnesmiljoona euroa vuodessa enemmdan kuin Rau-
tavaaralla.

Mvyos Suomen vahiten ansaitsevat asuvat Kauniaisissa, missd pienituloisin
kymmenys ithmisistd ansaitsee alle 3 073 euroa vuodessa. Seuraavaksi pieni-
tuloisin 10 prosenttia loytyy Helsingisti (3 698 euroa vuodessa) ja Joensuusta
(4 588 euroa vuodessa).

Suomen Kuvalehti
<http://suomenkuvalehti.fi>

Vastausvaihtoehtoja on tulkinnoista riippuen monta, joten suosittelen YTL:n hyvan vastauksen piirteet —
tiedoston linkista http://yle.fi/aihe/artikkeli/2016/09/27/2016-syksy-matematiikka-lyhyt-oppimaara

TEEMANUMERO

MATEMATIIKKA JA URHEILU: KAKSI TOISIAAN LAHELLA OLEVAA MAAILMAA

Ajanotto, pituuksien mittaus, osumien laskenta — urh
geometriaa — René Wiegand kuvailee matematiikan
Lue lisaa @

ogiassa lkaros rakensi itselleen siivet
noyhenista koottujen siipien
<entaa lentokoneen, mutta

AMMATTITIETOA:

LIKUNTAA AJATUKSELLA

Teemaosioita

DT RN g o seuerq http://www.casio-laskimet.fi/fi/opettajakoulu/opettajalle5/
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12. Sanomme, etta derivoituva funktio on konveksi, jos sen derivaatta on kasvava funktio.
a) Osoita, ettd f(z) = z* + 22% — 1 ei ole konveksi.
b) Tutki, milld vakion a € R arvoilla funktio g(x) = z* + ax® + 2 on konveksi.

12) a) Tutkitaan funktion f(x) derivaattafunktiota:
jl(x3+2x2—1]
dx

3-x2+4-x
Taméa on vlospain avautuva paraabeli eikd siis kasvava funktio.
b) Derivoidaan funktio g(x):
i(:ni'4+a=|t:)f:2+2)
dx

4-x3+2-a-x
Derivaattafunktio on kasvava funktio, mikali sen derivaatta = 0.
i(tfl-:~13+2-a-:~i]
dx

12+x242+a
Saadaan ehto 12-x2+2°320. Kyseessd on vlopain avautuva paraabeli, jonka huippu on
pisteessa (0, 2a). Talloin funktio g(x) on konveksi, kun 2a20 eli az0,

13. Allu haluaa ostaa 1 800 € maksavan maastopyorin. Mummo antaa hanelle 700 €. Allu
tallettaa mummolta saamansa rahat 30.12.2014 tilille, jonka vuosittainen korkotuotto
on 0,6 %. Lisiksi Allu asettaa itselleen kuukausittaisen saéstétavoitteen: hén tallettaa
jokaisen kuukauden ensimmaisend paivana tietyn summan, alkaen helmikuusta 2015.
Paljonko Allun tulee kuukausittain sédédstéé, jotta hin saa vuoden 2015 loppuun men-
nessa kokoon 1 800 €7 Oletetaan, etta jokaisessa kuussa on 30 paivid ja etta lahdevero

on 30 %.

13) Jos Allu tallettaa summa a€ helmikuusta alkaen vuoden loppuun, talletuksia tulee
vhteensd 11 kpl. Jokainen niistd kasvaa korkoa kuukausikoron 0, 7*0, 6%/12=0,035%
mukaisesti, kun lahdevero on huomiocitu. Helmikuun talletus 11 kertaa, maaliskuun talletus
10 kertaa, ..., joulukuun talletus kerran.

Omien talletusten korkotuotto vuodessa lihdeverojen jalkeen on
ax0. 00035 (1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11)
0.0231-a

Lisdtddan mummon lahja (alle 4000 euroa, ei mene lahjaveroa) ja sen vuosikorko lahdeveron
jalkeen Allun talletuksiin 1la ja korkoihin 0.0231-a, jolloin saadaan ratkaistua
kuukausitalletus a vhtalosta
solve ( (1+0. 70, 006 )*700+(11+0. 0231)a=1800,a)

{a=99.52372745}%
Koska pyoraan tarvitaan 1800 euroca, ei alaspdin pyoristystd voi kayttad. Siispa Allun on
talletettava kuukausittain helmikuusta alkaen 99, 53€.
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