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Pitka matematiikka, kevat 2019

Hyva lukija,

Casion selainpohjainen CAS-sovellus ClassPad.net auttaa ymmartamaan ja oppimaan
matematiikkaa helpommin ja nopeammin kuin koskaan! Edessasi on silla ratkaistut kevaan 2019
pitkan matematiikan tehtavat.

Kokeen rakenne oli entiselldan, tosin pisteytys tehtavaa kohden muuttui 6:sta 12:een
mahdollistaen perustelujen aiempaa tarkemman pisteytyksen. Ndin kokeen ohje asian kiteyttaa:

"Koe koostuu 13 tehtdvastd, joista vastataan kymmeneen. Tehtavat on jaettu kolmeen osaan. A-
osassa on nelja kaikille pakollista tehtavaa. B1-osassa on viisi tehtdvaa, joista vastataan kolmeen.
B2-osassa on nelja tehtavaa, joista vastataan kolmeen. Kaikki tehtavat arvostellaan pistein 0-12,
joten kokeen maksimipistemaara on 120.”

Mukana kokeessaoli myo6s tehtaviin liittyvia aineistoja. Tama vihkonen on ladattavissa pdf-
muodossa Casion kotisivuilta samoin kuin ClassPad.netin paperien linkit. Tukesi |6ytyy osoitteesta

http://www.casio-laskimet.fi

Casio Academy —videot soittolistalla

Tana kevaana jo 4. kertaa pidetyssa Casio Academy -

harjoittelupaivassa opiskelijoilla oli mahdollisuus harjoitella CASIO
matematiikan yo-kokeisiin netin valitykselld matematiikan
opettajien kera. Opiskelijoiden tukeminen ja opinnoissa Academy

auttaminen on meille tarkeda. Aiemmat malliratkaisut |0ytyvat
tallenteina YouTubesta

https://bit.ly/casio-academy

ClassPad.net -sovellus

ClassPad.net on selainpohjainen sovellus, jossa on tyokalut moneen matematiikan osa-alueeseen.
Ohjelman peruskaytto on ilmaista — riittaa siirtya sivulle https://classpad.net. Kaikki ominaisuudet
voidaan ottaa kayttoon lunastamalla PLUS-tason kadyttdjan vuosijasenyys. Ohjelmaa kehitetaan
kovaa vauhtia, joten kaytt66si tulee uusia ominaisuuksia tasaiseen tahtiin!

Mukavia hetkia yo-kokeiden ratkaisujen parissa!

Espoossa 26.4.2019

Nordic School Coordinator
Casio Scandinavia

CASIO.
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A-0sa

Ratkaise kaikki tdman osan tehtavat 1-4.

1. Lukujonojen maaritelmia (12 p.)

Aineisto:
1.A Luettelo: Lukujonot A-G

Yhdista kukin lukujonon maaritelma 1.1.-1.6. siihen jonoon A-G, joka maaritelman perusteella saadaan.
Kaikki jonot alkavat jasenesta a |, ja yksi vastausjono jaa kayttamatta. Vastauksia ei tarvitse perustella.

11.a,=2n—-1c (1,357 ) *(2p.)
12.a, =n® [D.(1,4,9,16, ) +|(2p.)
13.a, = n E (182764 ) v (2p.)

14.a,=2"[G (24816 .) +|(2p.)
15. ay=2jaa, =a,1 +2,kunn>2 [F(2,4,6,8,..) | (2p.)

16. a1 =l,ap =2 jaa, =ay,-1 +ay—2,kunn >3 [B (1,2,3,5 ) v (2p.)

2. Vektorien pistetulo (12 p.)
Mazrita sellainen vektori ¢ = ai + b j,ettac - (IT + JT) =2jac-(i —j)=3.
88 Pitkd matematiikka K2019, tehtéva 2

Lasketaan annetut pistetulot, jolloin saadaan
ehdot a+b=2 ja a-b=3. Ratkaistaan naiden ehtojen
muodostama yhtalépari.

-+ =
{ g,% :23 a | lasketaan yhtilst yvhteen

. ~ CASIO
2a=5 |jaetaan luvulla 2
a= % | sijoitetaan 1. yhtilssn Ac a d e my

% +b=2 |ratkaistaan b

1
b=-5. e
2 Opiskelijoiden tukena.
Vastaus on vekiori
S5r 1= Katso tallenteet
R

bit.ly/casio-academy

? CASIO.
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Huom. A-osan tehtavissa ei ole kdytossa laskinohjelmia. Tehtdvien ratkaisut on silti havainnollistettu
ClassPad.net -sovelluksen avulla kdyttamatta sen laskuominaisuuksia. Samoin kuvaajat on piirretty
ClassPad.netin avulla.

3. Luonnollinen logaritmi (12 p.)

Selvitd, kumpi lauseke on suurempi muuttujan arvoilla x > 1:

In2x+1)—In(2x) vai In(x+1)—Inx.

5% Pitka matematiikka K2019, tehtava 3 @ uusipaperi @ 9 e 0 @]

Sovelletaan logaritmin laskusaantoja; Logaritmifunktio on aidosti kasvava, joten se saa

. R sitd suurempia arvoja, mita suurempi on numerus,
In(2x+1) —-In(2x) | samankantaisten logaritmien erotus !

Kun x>1, niin

_ 2x+1 9 o
—ln(—ZX ) | jaetaan numerus termeittiin, x> 1 1+ % S1+ 21X ‘
_ 1 Téaman vuoksi myos
=In{1+ 2
& In(x+1) -In(x)>In(2x+1) —In(2x).

In(x+1) -In(x) | samankantaisten logaritmien erotus

= 1n( X; . ) | jaetaan numerus termeittin, x> 1

_ 1
—1n(1+ X )

CAS|O. LaSklmet Yritys Opettajan tietopalvelu Lehdistatied

Opettaja & koulu v Vanhemmat & koululaiset v Ajankohtaista Yhteystiedot _

Kouluun

VANHEMMAT & KOULULAISET

SUOSIKKIKOULUAINE?
MATIKKA!

Perustietoa koululaskinten kaytosta korvaamattomana
apuvalineena opetustydssa.

Katso tista ¥

http://www.casio-laskimet.fi

CASIO. 3
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Aineisto:

4 A Kuva: Rationaalifunktion kuvaaja

Kuvassa 4.A on esitetty muotoa

olevan funktion kuvaaja y = f(x), kun kertoimet a, b, ¢, ja d ovat kokonaislukuja.

Paattele kuvaajan perusteella kertoimien arvot ja selita sanallisesti, miten paadyit ratkaisuun.

) CASIO.



83  Pitkd matematiikka K2019, tehtava 4

Kohdassa x=-1 kuvaajalla on
pystysuora asymptootti, joten x=1
on nimittidjan nollakohta ja samalla
(x+1) on sellainen nimittajan tekija,
Jjota ei voi supistaa. Tasta saadaan
vhtals

2-(-1)+d=0=d=2.

Kuvaaja leikkaa y-akselin pisteessa
(0,2), joten saadaan yhtalé

a-0°+b-0+c

20+d &
Sijoittamalla d=2 saadaan
% =2ec=4

Pitkda matematiikka, kevat 2019

° Uusi paperi

Kuvaajalla on pisteet (-2,-6) ja (6,2), joten
naiden pisteiden koordinaatit toteuttavat

funktion kuvaajan yhtalén. Saadaan
ehdot

a (-2)%+b- (-2)+4 .
2-(-2)+2 =—6Ja

a - (6)2+b-(6)+4 _
2-(6)+2 B
joiden muodostamasta yhtaléryhmasta
saadaan ratkaistua a ja b.
da—-2b+4 _

2,

) -6
| muokataan
?,ea+1 gb t4_,
a,b

B1l-osa Ratkaise kolme tehtévista 5-9.

5. Paraabeleja pohjapiirroksessa (12 p.)

Aineisto:
5.A Kuva: Kalevalakehto

5.B Kuva: Koordinaatistopiirros

@65 eD@O0

4a-2b+4=12
36a+6b+4=28| 41,

4a-2b=8 ‘
36a+6b=24| 51

12a - 6b=24
36a+6b=24 | 41,

=>48a=48 @ a=1
=4-1-2b=8eb=-2

Kertoimet ovat siis a=1, b=-2, c=4
jad=2,

Suomalais-amerikkalainen arkkitehtiopiskelijaryhma rakensi Helsingin Seurasaareen Kalevalakehto-

nimisen rakennuksen (aineisto 5.A). Tulos oli niin onnistunut, etta on keskusteltu toisenkin samantapaisen

rakennuksen rakennuttamisesta. Uuden rakennuksen pohjan muotoa kuvaavat vastakkaisiin suuntiin
aukeavat paraabelit, kuten koordinaatistopiirroksessa (aineisto 5.B). Pohjan pituus on 10 metria ja leveys 4

metria.

5.1. Muodosta paraabelien yhtalot. (6 p.)

5.2. Laske rakennuksen pohjan pinta-ala. (6 p.)

CASIO.
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1% Pitka matematiikka K2019, tehtéva 5 Q@ uusipaperi S ee0@O
a) Sijoitetaan yléspain Ratkaistaan alaspain b) Pohjan pinta-ala on paraabelien rajaama, joten se
avautuvan paraabelin avautuvan paraabelin voidaan laskea integraalin avulla. Paraabelit leikkaavat
Bl e S v e e muuttujan arvoilla x=0 ja x=10, joten pinta-ala saadaan
e o’rigo (0,0) (0,0) ja huipun (5,2) laskemalla erotusfunktion itseisarvon integraali talla
e ’ aviilla. Yhtalosts valilla. Pinta-alan suuruus on n. 26,7 kuutiometria.

huippumuotoiseen yhtaléon, 2
jolloin yhtals saadaan 0-2=a-(0-5)
muotoon saadaan ratkaistua

kerroin
0-(-2)=a-(0-5) 2 "
. — ST—— a=— 5, Jolom 2 4 2 4
Ratkaistaan tasta yhtalosta 2. 25 S S (_ 2_4 ) dx
asteen termin kertoimeksi > 7 f o| 25X 75X 25X ~5X
2
. . = - — + P
a= %, jolloin S p S 80
3
o P2y
Vi 25 X 5 X.
ans
26.66666667

6. Shakkilauta ja riisinjyvat (12 p.)

Shakkilaudassa on 8X8 ruudukko ja sitd ympardi 5 cm leved harmaa reuna. Ruudukon joka toinen ruutu on
valkoinen ja joka toinen musta. Laudan koko reuncineen on 50 cm X 50 cm.

Laudalle pudotetaan satunnaisesti 30 riisinjyvaa. Kuinka suurella todennakdisyydella vahintaan 15

riisinjyvan keskipiste osuu valkoiseen ruutuun?

28  Pitka matematiikka K2019, tehtava 6 @ uusipaperi ‘ & 6 o O
Valkoisten ruutujen yvhteisen Koska jyvat pudotetaan ; ¢ 8
pin%a:g}antosuus koko laudan satunnaisesti, ovat riisinjyvien binomialedf|15,30,30, 3¢
Dulida asion osumistodeennakéisyydet toisistaan
_ o 9. riippumattomia tapahtumia ja 0.03049725895
(50-2-5)(50-2-5) _8 tehtava voidaan ratkaista
50-50 25 binomitodennéakoisyyden avulla. E
mika on yhden jyvin Lasketaan P("Véhintéén 1"5 jyvaa Todennakoisyys on n. 0,03.
valkoiselle ruudulle osumisen osuu valkoiselle ruudulle”) .
todennakoisyys. binomijakauman kertyméafunktion

avulla (arvot 15-30, n=30, p=8/25):

° CASIO.



Pitkda matematiikka, kevat 2019

7. Polynomin itseisarvo (12 p.)

Anna esimerkki toisen asteen polynomista ax® + bx + ¢, jolle yhtalslla |&m2 + bx + ¢| = 4 on tasmalleen
kolme ratkaisua. Muista myos perustella, miksi esimerkillasi on vaadittu ominaisuus.

Vihje: Voi olla hyddyllista piirtaa tietokoneella funktion f(x) = |ax? + bx + ¢| kuvaaja kertoimien a, hjac
eri arvoilla.

%3 | Pitka matematiikka K2019, tehtava 7 @ uusipaperi @ S e g O

O '
Yhtilé voidaan tulkita niin, etta paraabelin yhtalésts otetun v=|x?_4|
itseisarvon avulla saatu funktio leikkaa suoran y=4 kolmessa
pisteessa. yv=4

Valitaan a>0, jolloin paraabeli avautuu yléspain. Sen kuvaaja
kasvaa rajatta, kun x pienenee tai suurenee rajatta, joten ()
paraabeli leikkaa suoran y=4 tasan kahdessa pisteessa, kunhan
sen minimiarvo on alle 4,

Kolmas piste itseisarvofunktion ja suoran y=4 valille saadaan,
kun asetetaan paraabelin huipun y-koordinaatiksi -4. Itseisarvo | 1 |
peilaa tdmén pisteen x-akselin yldpuolelle suoralle y=4. " (-24/24) || (0,4) “ (24/2.4)

Esimerkki ehdot tayttavasta funktiosta saadaan arvoilla a=1, b=0
ja c=-4, jolloin funktion lauseke on

x4,

Tarkistetaan tulos ratkaisemalla annettu yhtalé muuttujan x
suhteen, jolloin voidaan todeta yhtalslla olevan 3 juurta.

solve(|x? - 4|=4x)
{x=0,x=-2-/2,x=2-/2}

A fo B B 1 T

8. Kuinka monta nollaa? (12 p.)

Kuinka moneen nollaan paattyy luku

(10’)1000000 _ (9!)1000000 ?

23 | Pitkd matematiikka K2019, tehtava 8 @ Uusipaperi

Otetaan yhteiseksi tekijaksi luku Koska 9!=362880, on se jaollinen kymmenella
( 91) 1000000 vain kerran ja luku

1000000
|
jolloin luku saadaan muotoon (9)
(91) 1000000 (1 01 000000 11000000) paattyy miljoonaan nollaan. Koska luku

101000000 _
=362880'777°. (101000000 -1 ) ei ole jaollinen kymmenell3, se ei paaty nollaan.

Niinpa alkuperainen lukukin paattyy miljoonaan
o] nollaan.

362880

CASIO. ’
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9. Veneen kulkema matka (12 p.)

Aineisto:
9.A Taulukko: Veneen nopeus

Matti seuraa moottoriveneen nopeusmittaria ja kirjaa veneen nopeuden 20 sekunnin vélein. Tuloksena on
taulukko 9.A.

Arvioi taulukon avulla veneen kulkemaa matkaa

200
= / u(t) dt
0

9.A Taulukko: Veneen nopeus

kayttamalla numeerisen integroinnin

aikat 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 sekuntia
nopeus vt 0 5 12 15 12 15 18 20 2 22 21 km/h
9.2. Simpsonin saantoa. (6 p.) Lahde:vTL

9.1. puolisuunnikassdantoa (6 p.)

88 Pitkd matematiikka K2019, tehtéva 9.1 © uusipaperi

Muutetaan taulukon nopeudet yksikkéon m/s jakamalla ne luvulla 3,6.

Kun lukuihin sovelletaan puolisuunnikasmenetelmaa, saadaan integraalin likiarvoksi ja siis
veneen kulkemaksi matkaksi n. 840m.

200-0 (o0 21
10-36 (2+5+12+15+12+15+18+20+22+22+2)

841.6666667

Simpsonin menetelmalla matkaksi saadaan n. 850m.

200-0

10.3.36 (0+4-5+2:12+4-15+2-12+4-15+2-18+4-20+2-22+4-22+21)

846.2962963

8 CASIO.
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10. Pohditaan sarjoja (12 p.)

10.1. Mika seuraavassa paattelyssa on vaarin?

"Koska ix" = ﬁ, niin i?’ =—1"

3p)

n=0 n=>0

10.2. Maarita jokin sellainen luku x € R, etta

3 anCoy = 2.

n=0

Anna vastaus radiaaneissa kolmen desimaalin tarkkuudella. (9 p.)

8%  Pitka matematiikka K2019, tehtava 10

10.1. Jalkimmaéinen on geometrinen
sarja, joka ei suppene. Suhdeluku g=2
eikd sille pade suppenevuus ehto |al<1.

Silti sarjan summan laskemisessa on
kaytetty suppenevan geometrisen
sarjan summakaavaa ja tama on
paattelyssa vaarin.,

|° Uusi paperi |

10.2. Kyseess on oltava suppeneva
geometrinen sarja, koska silla on
aarellinen raja-arvo. Suppenevan
geometrisen sarjan summan avulla
yhtélé saadaan muotoon

(tan(x))° _ 3

1-tan(x) 2
eli

1 _3

1-tan(x) 2

Ratkaistaan tama laskimella:

Kirjaudu sisaan

ClassPad.net

Tukee yksil6llisia koulutustarpeita

CASIO

@6 eD@O

D S
Solve( I—tan(x) _ 2 ,x)

{X:tan'1 (%) +1-constn (1)}

arns
{x=0.322+3.142-constn (1.000

Yksi ehdot tayttava luku kolmen
desimaalin tarkkuudella on 0,322.

Full Movie
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11. Trigonometrinen yhtalo (12 p.)

Olkoot

f(X) —_ Cos(x)sin(x)

g(x) = sin(x)**™,

kun0 < x < % Osoita, etta yhtalolla f(x) = g(x) on tasmalleen yksi ratkaisu, ja maarita se.

28 | Pitka matematiikka K2019, tehtava 11 @ uusipaperi

Koska kulma on 1, neljanneksessa, niin sin(x)>0 ja cos(x)>0. f'(x) on

% (COS (X) sin(x) )

In (cos (%)) -(cos ()™ _(cos ()™ (sin (x))*

Kayttamalla potenssin laskusaantoja lauseke saadaan muotoon

0 (sin(x) )?

)sj.n(x)
cos(x)

In(cos(x)) - cos(x) - cos(x — cos(x)™

Ottamalla tasta yhteinen tekija lauseke saadaan tulomuotoon

(sin(x))?

cos(x)

sin(x)

cos(x) In(cos(x)) - cos(x) —

f'(x)<0 ja f(x) on aidosti véhenevéa funktio annetulla valilla, koska

(1) cos(x)™® >
(2) valilla 0<x < % on 0<cos(x) <1 =In(cos(x)) <0
(3) = In(cos(x)) - cos(x) <0

(sin(x))?

(sin(x))?
cos(x) <

cos(x)

(4) >0 = In(cos(x)) - cos(x) — 0

10 CASIO.
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Tutkitaan vastaavasti funktiota g(x). Nyt g'(x) on

% (Sin(x) C°S(X))
-In sin (o)) -(sin G0 +(cos ())*(sin ()

Kayttamalla potenssin laskusaantsdja lauseke saadaan muotoon

cost) | (cos(x))*
sin(x)

cos(x)

—In(sin(x)) - sin(x) - sin(x) +sin(x)

Ottamalla yhteinen tekija saadaan derivaatan lauseke tulomuotoon

N (cos(x))?

)Cos(x
Sin(x)

sin(x ' “In(sin(x)) - sin(x)

g'(x)>0 ja gx) on aidosti kasvava funktio annetulla valilla, koska
(5) Sin(X)COS(X) >0

(6) vililla 0 <x < % on 0<sin(x)<1= —In(sin(x)) >0
(7) = —1In(sin(x)) - sin(x) >0
(cos(x))?

sin(x)

(cos(x))?

Sin(x)

(8) >0= —In(sin(x)) -sin(x) + >0

Koska molemmat funktiot f(x) ja g(x) ovat jatkuvia annetulla valilla, L sin(x)
f(x) on aidosti vaheneva ja g(x) aidosti kasvava funktio, niin niilld on f(x):=cos(x)

korkeintaan yksi yhteinen piste. done

Lasketaan funktioiden arvot kahdessa valin pisteessa (lasku oikealla).

Koska £(0.1)>g(0.1) ja f(1)<g(1), on funktioiden leikattava vahintiin £(0.1)
kerran annetun valin osavalilld 0.1<x<1.
0.9995001237
Ehdoista seuraa, ettd yhtalélla f(x)=g(x) on tasan yksi ratkaisu
annetulla valilla. Symmetrian nojalla ratkaisun on oltava annetun valin f( 1 )
puolivalissa eli muuttujan arvolla

% —0.785... 0.5956918283

Tarkistetaan laskimella juuren arvo (lasku alla). g(x):=sin(x) "™

done

i
2 g(0.1)

{x=0.7853981634} 0.1009893057

g(1)

solve(cos(x)sm(x’ = sin(x)COS(XJ) |0<x<

0.9109582586

CASIO. =
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12. Kolmion piirin ja pinta-alan suhde (12 p.)

Aineisto:
12.A Tiedosto: Dynaaminen kolmio

Eraan kolmion piiri on p ja sen pinta-ala on A. Toisen, tasasivuisen kolmion piiri on myos p ja sen pinta-ala

on B. Osoita, ettd A < B.

Voit kayttaa aineistoa 12.A tehtavan tilanteen hahmottamiseksi, mutta tama ei ole valttamatonta ratkaisun

kannalta. Muista myos, etta pelkat kokeilut eivat riita matemaattisen vaitteen perusteluksi.

2% Pitkd matematiikka K2019, tehtava 12

Heronin kaavalla kolmion pinta-ala on

A=ys-(s-a)(s-b)(s-c)

missd s>0 on puolet kolmion piiristad p ja a, b ja

¢ kolmion sivujen pituudet. Sivu ¢ voidaan
kirjoittaa 2s-a-b ja kolmion pinta-alalle
saadaan muoto

A=4s-(s-a)(s-b)(a+tb-s)

Lasketaan kolmion pinta-alan derivaatta
sivujen a ja b suhteen:

A(ab):=ys (s—a)(s-b)(a+b-s)

done

i (Aab))

2:s°+b%s-2-as%-3b-s?+2-abs

2-y/s-(a+b-s)-(a-s)-(b-s)

simplify (ans)
s (b-s)(2-a+b-2's)
2-y/s-(a+b-s)-(a-s)-(b-s)
12

° Uusi paperi

d% (A(ab))

2.s°+a?s-3.as’-2bs?+2abs
2-y/s(a+b-s)-(a-s)-(b-s)

simplify(ans)
s(a+2-b-2-5)(a-s)

2-y/s-(a+b-s)-(a-s)-(b-s)

Koska derivaatoissa s>0, b-s<0 ja a-s<0
(vksi sivu ei voi olla puolta kolmion
piirista), niin derivaattojen ainoista
nollakohdista saadaan yhtaléryhma, josta
voidaan ratkaista a ja b:

Za+b-25=0
a+2b-2s=0| 51

CASIO.

&6 e 0@Eo

Derivaatan
nollakohtien on
edustettava pinta-alan
maksimikohtaa, koska
pintalan funktion arvot
kasvavat nollasta
maksimikohtaan asti ja
sen jalkeen vahenevat
takaisin nollaan.

Koska kolmannen
sivun pituus on

c=p-a-b

_ 2s _2s
c=2s— 3 3
_ 2

C_ 31

on kolmio A tasasivui-
ner.

Siis kolmion pinta-alan
maksimiarvo suhteessa
piirin pituuteen
saavutetaan tasakylki-
sessd kolmiossa.

Tasta seuraa vaite.
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13. Epayhtalsita (12 p.)
13.1. Olkoot a;, a; € R. Osoita, ettd 2a;a; < aj + a5 .(3p.)

13.2. Olkoot ay, ... . a, € R. Osoita, etta

©p.)
8%  Pitka matematiikka K2019, tehtava 13 e Uusi paperi & 6 e 0 O
13.1. Koska

2
(a1 - az) =al - 2a;a,+a3=0,
niin siirtamalla termeja epayhtalossa
af +a3> 2a,a,.

Nain vaéite on todistettu.

13.2. Muokataan tehtdvan epayhtaloa:

1

(11] é}l ) (11] i} ( ))4 | korotetaan puolittain potenssiin 4, puolet =0

(% é;l ) (% kil (ak))l | kerrotaan puolittain luvullan® >0

(é}l ) =n- é]l (aﬁ) | vksinkertaistetaan lausekkeita sijoittamalla af=b, (1)
( ) i ( ) | avataan summlausekkeiden rakennetta

b?+bs+ ...+ b2+ 2b,by+2b,bs+.. + 2b,b, + 2bsbs + ... + 2bob, + ...+ 2b; b, <nbf + nb% + .. + nb2
2b;by+2b;bs + ...+ 2b,b, + 2hshy + ..+ 2hsby + .. +2b by < (n—1)bi+ (n—1)b3+..+ (n— 1)b2
0 <(n-1)bf-2bby+(n—1)bd+(n—1)bf—2bbs+ (n—1)bd+..+ (n—1)bZ, — 2byb,+ (n—1)bZ |:(n—1)

-2 2biby ., 2btby g 2Zbybn
0=bi— -y +b2+bi— -7 +bit+..+bn— ——7 +bn

Sekatermit ovat korkeintaan nollia, joten ne pienenevat tai pysyvat samansuuruisina, kun nimittaja n-1>0 poistetaan.,
0=<bi - 2b;b, +b3+bf — 2b,bs+ b3 +...+ bt — 2by, b, + bi < alkuperiinen lauseke

0= (b~ b2)2+ (b1 b3)2+...+ (b1 — by’

Tama on 13.1. kohdan nojalla tosi kaikille reaaliluvuille, joten tulos patee myds lukujen nelisille eli sijoitukselle (1).
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