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Pitka matematiikka, kevat 2020

Hyva lukija,

Pitkan matematiikan kokeen A-osa koostui seka yksinkertaisista peruslaskuista kuten yhtaloista,
epadyhtaldista ja vektorien laskutoimituksista etta vaativammista integraali- ja
differentiaalilaskennan tehtavista. B1-osa kasitteli lausekkeen minimointia, tangenttien
muodostamista, todennakdisyyksia ja geometriaa. Olipa mukana oman funktion muodostamista,
kuten lyhyessakin matematiikassa, ja jopa polynomien jakoalgoritmi!

B2-osassa oli lukujen tutkimista logaritmien avulla, todistuksia ja taulukkolaskennan soveltamista.

Paivitetty Casio Academy soittolista YouTubessa

Opiskelijoiden tueksi kehitetty Casio Academy auttaa harjoittelemaan kokeisiin ja kertaamaan
lukion matematiikan kurssit. Soittolistalla on lahes 50 videota, joissa kaydaan perustellusti lapi
esimerkkeja ja aimpia yo-koetehtéavia. Vastaukset on kirjoitettu reaaliajassa ClassPad Managerin
eActivity-sovellukseen, josta tdmankin vihkosen vastaukset on ruudunkaappauksina poimittu.

Tiesitko, ettd ClassPad Managerista saat ruudunkaappauksen suoraan funktiondappaimella F8?
eActivity-sovelluksessa lasku- ja tekstirivin valilla vaihda ndpparasti Ctrl + m tai Cmd + m
nappdinyhdistelmalla.

Katso videot osoitteessa https://bit.ly/casio-academy

ClassPad-perhe

ClassPad Manager on monen koulun kayttama sahkoisen opiskelun ja vastaamisen alusta. Sen
sovellukset vastaavat hyvin lukion matematiikan kurssien sisaltoja. eActivity-sovelluksessa voit
kerata kaikkien sovelluste ominaisuudet yhteen sahkoéiseen vastaukseen avaamalla sovellukset
omiksi laskuvoikseen.

ClassPad Managerin rinnalle kehitetdaan selaimessa toimivaa ClassPad.net -sovellusta. Voit
tutustua ClassPad.netin toimintaan osoitteessa https://classpad.net > For Teachers / Students.

Espoossa 18.3.2020

Nordic School Coordinator
Casio Scandinavia

CASIO.
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A-0sa
@ vastaa neljaan tehtavaan.

1. Yhtalot ja epayhtalot 12 p.
Tassa tehtavassa riittad pelkka vastaus. Ala perustele taman tehtavén vastauksia. Tassa tehtdvissa ei voi kayttaa
kuvakaappauksia eika kaavaeditoria. Kunkin vastauksen enimmaispituus on 30 merkkia.

1.1. Ratkaise yhtalo —4x + 2 = 0. 2p.

Vastaus: | x=1/2

1.2. Ratkaise epayhtalo 2x + 4 < —6. 3p.

Vastaus: | x<-5

1.3. Ratkaise yhtalo 2% + 2% = 0. 3 p.

Vastaus: | x=0 tai x=-1

1.4. Mitka luvut € R toteuttavat molemmat epayhtalot —3z + 6 < 0 ja 2 —9 < 02 4p.

Vastaus: | 2<x<3

CASIO ACADEMY

CASIO
Academy

Casio Academyn videotallenteet Casio Academy

!oytyvat YouTuI:‘)esta. N“ss? se‘llt(?taan Katso esimerkkeja ja yo-tehtavien ratkaisuja
ja lasketaan lukion lyhyen ja pitkan katevasti videoiden avulla. Helppo tapa kerrata
matematiikan tehtavia ja aiempien yo- lukion matematiikkaal

kokeiden ratkaisuja.

Katso videot osoitteesta

https://bit.ly/casio-academy
CASIO
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2. Vektorilaskuja 12p.

Tutkitaan vektoreitaa = 74 +27 ja b= —37+ 5.
Ald perustele taman tehtdvan vastauksia. Tassa tehtavissa ei voi kdyttad kuvakaappauksia eikd kaavaeditoria, joten 4 ja 7
kirjoitetaan muodossa i ja j. Kunkin vastauksen enimmaispituus on 30 merkkia.

2.1.Lasked@ + b. 2p.

a+b=4it7]

2.2. laske b —2a. 2p.

b—2a=|-17i+

2.3. Laske |E ‘Q. 2p.

\5|2= 34

2.4. Laske vektorin@ + b pituus kahden desimaalin tarkkuudella. 2 p.

Vastaus: | 8,06

2.5.laskea - b. 2p.

a-b=[11

2.6. Laske vektorien @ ja b valinen kulma asteen tarkkuudella. 2 p.

Vastaus: | 105 astetta.

Apua ja tukea on mm. YouTube-kanavalla:

Casio Academy
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3. Pinta-alan aariarvo 12 p.

)

1. Laske integraali / sm( ) dx. (3 p.)
J0)

2. Funktion f(:r) = 5111( ) kuvaajan ja x-akselin rajoittamasta alueesta leikataan pystysuora kaistale suorillaxz =1 ja
r=1t+ 5. Milla parametrin arvolla 0 < ¢ < “j’ kaistaleen pinta-ala on suurin mahdollinen? (9 p.)

1. F(x) = ]Dsin[%x]dx = —%cos[%x]
F(2)-F0) = ~Zcos( Zxz)-(-Zcos(Zx0] ] = -2x(-1)-(-2x1] = 242 = 4
1

2. Kohdan 1. nojalla ft 2sin[%x]dx = —%cos[ [t+ ]]—[——cos[—*t]]

2 ?rt ?r _ 2 "t Y _ ?rt "xYY._
[ ] [ = ﬂ[cos[ 9 ] COS [ ]-— f(t)
Tutkitaan funktion f(t) maksimiarvoa derivoimalla se.
, _2{ m . (mtY, % wt E _ ?rt ?r
f'(t) = n[ 2sm[ 5 ]+ [ ] = sm[ ]+51 [

Derivaatan nollakohdat saadaan vhtalon —sm[ s ]+sm [ ﬂ—t+£] 0 ratkaisuna:

. (mt o mY_ . [ wt
sm[—+E]—sm[ 2 ]

wt xt at x__ &t

5 +E 5 —+n¥2x tai 7+4—?{ 5 +nk2n
ei ratkea ﬂt=%+n*2:ﬂ:
t=%+n*2, missad nez

Vilille U<t<% tulee vain vksi nollakohta t=%.

Koska f*¢0.1)=0.65>0 ja f*{1)=-0.29<0
on kvseessid maksimikohta.

Pinta—ala on suurin, kun t=%.

CASIO.
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4. Suurin etaisyys 12 p.

Piste (x, ) toteuttaa epayhtélén zt + y2 < 1. Maérita pisteen (z, y) suurin mahdollinen etiisyys origosta.

Pisteen koordinaatit ovat muotoa (x, ¥ 1—x4). Tallaisen pisteen etdisvvs origosta on

i
\/ x2+ (i\f 1—:~:‘!1 ) = ¥ :~:2+1—:~:"1 == f(x). Koska neliojuuri on aidosti kasvava funktio,

on etaisyvyvs suurin tasméilleen silloin kun juurrettava X2+1—X4 on suurin. Merkitdan
tata funktiolla g(x).

g'(x) = 2x-4x3 = 0 © x(2-4x2) = 0 © x = 0 tai x = i%. Tehdaan kulkukaavio

funktiolle g(x). Lasketaan derivaatan merkit nollakohtien ympéristdssa:

g(-1)y =2 >10

g'(-0.5) = -0.5 <0

g(0.5) =0.5 >0

g'(ly =-2<0

Derivaatan merkit vaihtuvat + — + —, joten mahdollinen suurin arvo saadaan kohdissa

1 .1 . s e e .
——— tai —=—. Lasketaan suoraan funktion f(x) arvot naissd pisteissd suurimman
vz V2 P

etaisvvden maarittamiseksi:

() = ) o) = et F
(35) = ) ()" = i = 2

Suurin etaisyys on T.

CASIO.
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B1-0sa

@ vastaa kolmeen tehtavaan.
5. Kuvioita ympyrassa 12 p.

Aineisto
5.A Kuvio: Ympyra

Ympyran sade on 4. Sen sisalle piirretadn kolme kayraa, jotka yhdistavat ympyrdn vaakasuoran halkaisijan paatepisteet
kuvion 5. A osoittamalla tavalla. Jokainen kayra koostuu kahdesta pucliympyran kaaresta, ja ne jakavat ympyran vaakasuoran
halkaisijan neljdaan yhta suureen osaan. Yhdessa kayrat jakavat ympyran neljaan erivariseen alueeseen. Osoita, etta niilla
kaikilla on sama pinta-ala.

5. A Kuvio: Ympyra

Kuvio on symmetrinen (oranssi alue on sama kuin vihreda ja keltainen on sama kuin
sininen). Koko ympyrian ala on 16&, joten jokaisen eri wvirisen alueen tulee olla 4=x.

Oranssi alue saadaan vahentamaillda 4-siteisen puolivmpyrian alasta (puolet koko
kuviosta) 3-siteisen puolivmpyran ala (tiukempi oranssi kaari) ja lisdamalla siihen
1-siteisen puolivmpyran ala (katkoviivan vlipuolelle jadva oranssi alue):

8?{-l?r*32+l7r*12 = 4.
2 2
Keltainen alue saadaan vahentdmadlla 3—saieisen puolivmpyran alasta (suurimman
keltaisen kaaren rajaama puolivmpyra) 2-sdteisen puolivmpyrén ala (katkoviivan
alapuolella sinisen ja keltaisen rajaviiva) ja lisdamalla siihen katkoviivan ylédpuoliset
keltainen alue eli Z-sateisen puolivmpyran ala vdhennettyna 1-sateisen puoliyvmpyran
alalla:
1

E?{*32—%?{*2 2+%?{*22—%?{*1 2 = 4q.

Taten kaikkien erivdristen pinta—alojen rajaamat alueet owvat yhtidsuuret.

CASIO ’
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6. Paraabeli ja piste 12 p.
Tassa tehtavassa vastaukset voi antaa joko tarkkoina arvoina tai likiarvoina kahden desimaalin tarkkuudella.
Tarkastellaan paraabelia y = x ja pistettd A = (1, —1).

1. Mihin paraabelin pisteisiin piirretyt tangentit kulkevat pisteen A kautta? (4 p.)

2. Maarita pistettd A 1ahinna oleva paraabelin piste ja sen etaisyys pisteesta A. (8 p.)

1. Paraabelin pisteet ovat muotoa (a,az). Koska ¥' = 2x, niin pisteen (a,az)

kautta kulkevien tangenttien yhtalét ovat muotoa y—32 = 2a(x—a). Suoran on
kuljettava myos pisteen (1,-1) kautta, joten sen koordinaatit toteuttavat tangentin
vhtalon:

~1-a% = 2a(l-a) © -a?+2a+1=0 ¢ a = —V2+1 tai a = V2+1.

y=koordinatit ovat —2-¥2+3 ja 2+V2+43, vastaavasti.

Paraabelin pisteet ovat (—vV2+1,-2+V2+3) ja (V2+1,2:V2+43).

. . T . ‘/ ) ) 2
2. Paraabelin pisteen (a,a<) ja pisteen (1,-1) etdisvys on ¥ (a—1) +(a +1] .
Koska neligjuuri on aidosti kasvava funktio, niin etaisyvs on pienin tasméalleen silloin,

. 182 ( 3 ]2 o ..
kun juurrettava (a—1)<+\la“<+1 = f(a) on pienin.

2 1
(54-V3+54) 3—18]-(2-(\@—1)) 8

f'(a) = 4-a°+6:a=2 = 0 © a = 36 = 0.312908. ..

Tutkitaan funktion kulkua kulkukaavion avulla:

f'(0) = -2 <0

f'(1y =8 >0

Derivaatan merkit wvaihtuvat — +, joten kvseessd on paikallinen minimikohta ja samalla
2 _

koko funktion pienin arvo saadaan téssa pisteessd, jonka v—koordinaatti on a

0.312908... 2 = 0.097911.... Piste on siis kahden desimaalin tarkkuudella
(0.31;0.10),
Lyvhin etidisvvs saadaan sijoittamalla a:n arvo etidisvvden lausekkeeseen

2
\/(a—1)2+[a2+1] :

2
\/(0.312908...—1)2+(0.312908...2+1] ~ 1.30.

CASIO.
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7. Yatzy 12 p.

Yatzy-noppapelissa pelaaja heittaa viitta noppaa. Tutkitaan tarkemmin heittoja, joiden tuloksena saadaan téyskdsi tai neliluku
yhdella viiden nopan heitolla. Tayskddella tarkoitetaan tulosta, jossa yksi silmaluku esiintyy kolme kertaa ja joku toinen
silmaluku kaksi kertaa. Neliluvussa esiintyy nelja samaa silmalukua ja yksi muu silmaluku.

1. Maarita todennakoisyys sille, etta saadaan tayskasi, jossa esiintyy kolme kuutosta ja kaksi viitosta. (3 p.)

2. Maarita todennakdisyys sille, ettd saadaan tdyskasi. (6 p.)

3. Maarita todennakaisyys sille, etta saadaan neliluku. (3 p.)

1. Viidestd nopasta kolme kuutosta ja kaksi viitosta wvoivat olla {6,6,6,5,5},
{8l8l5l8l5}! {8!5!8!8!5}l {5l8l8l8l5}! {5!8!8!5!8}l {5l8l5l8l8}!
{5,5,6,6,6}, {6,6,5,5,6}, {6,5,5,6,6} tai {6,5,6,5,6} eli 10 eri osajoukossa.

Kaikkiaan 5 nopasta saadaan 65 eri osajoukkoa, koska jokainen osajoukon alkio voidaan

valita 6 eri tavalla. Kysyvtty todennakdisvys on siis é—g = 0.001286... = 0.0013,

2. Kolme samaa voi olla joko {1,1,1}, {2,2,2}, ... tai {6,6,6} eli joukkoja on
6 erilaista. Kaksi samaa wvoi olla kaikkien muiden silmdlukujen paitsi saatujen kolmen
saman silmaluvun joukot, joita on 5 erilaista. Esim. jos kolmoset ovat {1,1,1}, niin
pariksi kiayvat {2,2}, {3,3}, (4,4}, {5,5} ja {6,6}. Niiden kombinaatioita on
tuloperitaatteen nojalla 5%6 = 30 kpl. Koska jokainen kombinaatio voi tulla missa
tahansa silmélukujen jarjestvksessd, on eri vaihtoehtoja suotuisille osajoukoille kohdan 1.
nojalla 10-kertainen maara eli kaikkiaan 10%30 = 300 kpl. Kysytty todenndkdisyys on

300 _ 9.0385802... = 0.039.
65

3. Vaihtoehtoja neljalle samalla silméluvulle on 6 ja viidenneksi nopaksi kay mika
tahansa, paitsi em. nelikon silméluku, eli vhteensa 5 wvaihtoehtoa. Nelikolle on 5 eri
mahdollisuutta osajoukkoina, esim. {1,1,1,1,23, {1,1,1,2,1%, {1,1,2,1,1%,
{1,2,1,1,1} ja {2,1,1,1,1}. Tuloperiaatteella suotunisia osajoukkoja on 5x6%k5 =

150 kpl ja kysytty todennikdisyys on 18% = 0.01929... % 0.0189.
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8. Polynomien jakoalgoritmi 12 p.
Polynomien jakoalgoritmilla voi jakaa esimerkiksi polynomin

px) =ab —4z* +22° + 72® — 32 +4
polynomilla g(x) = x? — 3z 4 1. Tassa on suoritettu jakoalgoritmin ensimmaiset vaiheet:

= ztq(z) + 3% — 52t + 22% + T2* — 3z + 4
= (2 4+ 32%)g(z) + 42* — 2% + 722 — 32 4+ 4.

~—

plx

Selita sanallisesti, mita tdssa on tehty, ja suorita jakoalgoritmi valivaiheineen loppuun asti.

Jaetaan jaettavan eli polynomin p{x) korkeimman asteen termi jakajan eli polynomin
q{x) korkeimman asteen termilla. Merkitddn osamadréd talteen ja kerrotaan silla koko
jakaja q{x), joka vahennetddn polynomista p(x) ja saadaan uusi erotus eli
seuraavan kierroksen jaettava. N&in saadaan polynomi esitettyd muodossa

p(x) = osamiari * q(x) + erotus.

Jatketaan soveltamalla samaa jakosddntdd erotuksena saatuun polynomiin ja toistetaan,
kunnes erotuksena saadun polynomin asteluku on pienempi kuin jakajan asteluku.
Osamaaran termien lukumadra kasvaa ja erotuksen asteluku pienenee. Tassa koko
algoritmi jakokulmassa

xt +3x3 +4x2 +11x +36
x2-3x+1 |x0+0x9-4x? +2x° +7x2 -3x +14
—(x6—3x5 +x4)

9x9-5x1 +2x3 +7x2 -3x +4
—(3x5—9x4 +3x3)

4x4 —x3 +Tx2 —=3x +4
—(4x4—12x3 +4x2)

11x3 +3x2 —3x +4
—(11x3-33%2 +11x)

36x2 —14x +4
—(36x2-108x+36)

94x-32

w0 CASIO.
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Jakokulman tulosta hyodyntamalla voidaan polynomi p(x) esittdd halutussa muodossa

p(x) =xB-4xd+2x3+7x2-3x+4
=x4q(x)+3x5—5x4+2x3+7x2—3x+4
=(x443x3) q () +ax xS +7x2-3x+4
=(x%+3x3+4x2) g (x) +11x3+3x2-3x+4
=(x%+3x3+4x2+11x) g (x) +36x2-14x+4
=(x2+3x3+4x2+11x+36 ) q (x) +94x—32

Vinkki: ClassPadin komento propFrac antaa polynomien jakolaskun tuloksen:

%0 -4x142x3+7x2-3x+4

propFrac ( )

x2-3x+1
xH 43S o el Lo X o 32 g
x¢=3ex+1 x“—-3+x+1
combine ( 294.)( — 3 32 )
x¢=3x+1 x°-3+x+1
94.-x—-32
x2-3ex+1

94-x-32
x2-3.x+1

x4+3-x3+4-x2+11-x+36+

CASIO.
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9. Kaanteisfunktion derivaatta 12p.

Anna esimerkki funktiosta f, jonka kaanteisfunktion derivaatalle patee (f~1)"(2) = % Muista perustella, miksi esimerkillasi
on vaadittu ominaisuus.

Valitaan kaéadnteisfunktioksi suora, jonka kulmakerroin on % Tallgin sen derivaatta on

jokaisessa pisteessa %, eritvisesti pisteessd x = 2. Esim. 1’_1 (x) = %x - 1, jolloin
(f_l)'(Z) = % ja f(x) saadaan ratkaistua wvhtalosta

y=%x_1(_)x=2y+2:=f(y)—)f(x)=2X+2-

Esimerkki ehdot tavttdvastd funktiosta on f(x) = 2x + 2.

v=1f2+x-1 ¥

Y dy/dw=0.5

Ke=2 yc=0

B

CASIO.
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B2-0sa

@ vastaa kolmeen tehtavaan.

10. Suuren luvun logaritmi 12 p.

Luvun g = 1234 ...9101112 ... 99100101 ... 998999 kymmenjarjestelmaesitys saadaan kirjoittamalla luvut 1,2, 3, ..., 998
ja 999 perakkain.

1. Milla kokonaisluvulla k patee a ~ 1,23 - 10°2 (3 p.)

2. Mé&arita luvun In @ kokonaisosa. (9 p.)

1. Luku a koostuu ensin kaikista yksinumeroisista luvuista, joita on 9 kpl. Niita
seuraa kaksinumerociset luvut, joita on wvililla 10-99 wyhteensd 99-10+1 = 90 kpl,
joten niissd on 2%90 = 180 numeroa. Naiden jélkeen on kolminumerciset luvut, joita
on vililla 100-999 vhteensd 999-100+1 = 900 kpl, joten niissd on 2x900 = 2700
numeroa. Koko luvussa a on siis 9+180+2700 = 2899 numeroa. Pilkkua pitaad siirtaa
2888 kertaa oikealle, joten k = 2888.

2. a = 1.23*102888, joten varmuudella

1.23%102888 5 ¢ 1.24x102888,

Ottamalla puolittain logaritmi saadaan

In(1.23%102888) ¢ In(a) < In(1.24%102888),

silla logaritmi on aidosti kasvava funktio ja sidilvitia siten suurusjarjestvksen.
Kayvttamalla logaritmin laskusdantdja saadaan

In(1.23)+In(10%888) « In(a) < In(1.24)+In(102888)
In(1.23)+2888In(10) < In(a) < In(1.24)+2888In(10)
6650.0727... < In(a) < 6650.080...

Siis Iuvun In{a) kokonaisosa on 6650.

CASIO.
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11. Lukujono ' 12 p.
Olkoon a; = V2 ja a1 =2+ ay,, kunn > 1.

1. Osoita induktiolla, etté jono (a,, ) on kasvava. (4 p.)
2. Osoita induktiolla, etta a,, < 2 kaikillan > 1. (4 p.)

3. Maarita lausekkeen

arvo tulkitsemalla se jonon (a,, ) raja-arvoksi. (4 p.)

Neligjuurifunktio on aidosti kasvava, joten se sailyvttda suuruusjarjestvksen. Laskuissa n
on positiivinen kokonaisluku.

1.
alkuaskel (n=1): az = v2+a, = ¥v2+/2 > V2 = a, on tosi

induktio—oletus: péatee an > an-;, kun n =z 2

induktiovdite: patee ap+ > an, kun n = 2

induktiotodistus: ans: = ¥V 2+an.; (kaavaan sijoittamalla) > v 2+a, (induktio—oletuksen
nojalla) = ap

Induktioperiaatteen mukaan véaite on tosi kaikille n 2 2 ja lukujono on aidosti kasvava.

2.

alkuaskel (n=1): a, = v2 < 2 on tosi
induktio—oletus: péatee an < 2, kun n 2 1

induktiovdite: patee apn+ < 2, kun n 2 1

induktiotodistus: ans.; = V2+an (kaavaan sijoittamalla) < V242 (induktio—oletuksen
nojalla) = 2

Induktioperiaatteen mukaan vaite on tosi kaikille n 2 1 ja lukujonon jasenille patee siis
an < 2.

3. Edelld todistettiin, ettdd lukujono an on aidosti kasvava ja ylhdaltd rajoitettu, koska
sen kaikille jasenille pédtee an < 2. Jos ylhaddltd rajoitettu ja kasvava lukujono an
suppenee kohti raja—arvoa a > 0, niin sen kaikki jasenet (myds an..) suppenevat kohti
samaa raja—arvoa.

Taten aps: = v2+an = a = v 2+a, kun n = <. Puolet ovat positiiviset, joten vhtalo

voidaan korottaa puolittain toiseen potenssiin ja saadaan a2 = 2+a, jonka ratkaisut
laskimella ovat a = =1 tai a = 2. Naiista vain positiivinen juuri kav. Siis

J2+\.f2+v2+. . = 2,
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12. Geometrisen keskiarvon todennakdoisyyksia 12 p.
Kahden positiivisen luvun a ja b geometrinen keskicarvo on +/ ab.

1. Anna esimerkki valin 2-100 kahdesta eri kokonaisluvusta a ja b, joille v/ab on kokonaisluku. (3 p.)

2. Satunnaislukugeneraattori arpoo toisistaan riippumatta kaksi kokonaislukua valilta 1-100 niin, etta jokaisen luvun

todennakoisyys on 1—[1)0 Mika on todennakaoisyys sille, etta arvottujen lukujen geometrinen keskiarvo on kokonaisluku?

Voit laskea tapahtuman klassisen todennakdisyyden tarkasti tai esittaa sille simulointiin perustuvan arvion. (9 p.)

1. Mitka tahansa luvut kavvat, jos niiden tulo on nelitllinen luku. Esim. 36 on

neliéllinen luku, joten a = 9 ja b = 4 kavvat. Nyt vab = v9%4 = V36 = 6 on
kokonaisluku.

2. vaatii taulukkolaskentaohjelma kayttoa. Tassa on Excelissa laadittu taulukko, jossa

1. vélilehdelld on sarakkeet A ja B taytetty luvuilla 1-100

o sarakkeisiin C-CX laskettu kaikki tulot

e 2.vililehdelld on laskettu 1. valilehden tulojen nelidjuuret komennolla “=neliéjuuri”

e 3. vililehdelld on palautettu lukujen desimaaliosat komennolla ”=solu-kokonaisluku(solu)”

e 4. vililehdelld on merkitty “1” ne luvut, joiden desimaaliosa on 0 eli kokonaisluvut juuren oton jalkeen,
muut luvut on merkitty “0”.

o riville 101 laskettu niiden solujen maara, joissa on arvo ”1”

o soluun CW:101 laskettu yhteen rivin 101 luvut

N&in saadaan suotuisten alkeistapausten maaraksi 310 ja kysytyksi todennékoisyydeksi 310/10000 = 0,0310
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13. Trigonometrisia epayhtaloita 12 p.
Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Tarkastellaan funktioita
f(z) =sin(£) ja g(z)=ncosz.

Osoita, etta yhtalon f(x) = g(x) ratkaisulle zg € [0, ] patee g’ (zg) < —m + 1.

sin [ % ] = nkcos(x) = n*\" 1-(sin(xq,) ) 2 trigonometrian perusyvhtalon nojalla. Koska

tutkittavalla valilla 0 <€ %, = % sinifunktio on rajoitettu wvilille 0 < sin(x,) £ 1, n on

positiivinen ja neliGjuuri on positiviinen, ovat vhtilon kummatkin puolet positiivisia.
Korottamalla vhtald puolittain toiseen potenssiin saadaan

2
. (X

(sin( %))

= n2(1-(sin(x0))2)
n2-n2(sin(x0))2 £ 1 (i)

koska 0 = (sin(rn:u.))2 = 1. Jaetaan epavhtalo (i) puolittain positiivisella luvulla n2

1-(sin(xq) ) 2 ¢ Lz
n

1 _ n%1
112 112

(Sin(Xu))z =1 - Otetaan epdvhtaldstd puolittain nelidjuuri, joka aidosti

kasvavana funktiona sailvttdd suuruusjarjestvksen:

2_ 2_ Jnl_
sin(xu)z‘/nzl _ ¥n2-1 > Y0Vl _ L
n n n n
Funktion g(x,) derivaatta
g'(xy) = —n*sin(xe) (sovelletaan kohtaa (ii)) = —n*[l - %] = —-n+]1 ja wvaite on
todistettu.
16
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