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Sisalto

Syksyn 2025 matematiikan yo-kokeiden ratkaisut tydasemalle ladattavan ja Abitista
|6ytyvan ClassPad Managerin avulla laskettuina.
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Pitka matematiikka, syksy 2025

FI - Matematiikka, pitka oppimaara

25.9.2025

© T:imi koe ei sisall aineistoja. ‘

Koe koostuu 13 tehtavasta, joista vastataan kymmeneen. Tehtavat on jaettu kolmeen osaan. A-osassa on kuusi
tehtavaa, joista vastataan viiteen. B1-osassa on nelja tehtavaa, joista vastataan kolmeen. B2-osassa on kolme
tehtdvaa, joista vastataan kahteen. Kaikki tehtavat arvostellaan pistein 0-12, joten kokeen maksimipistemaara on
120.

A-osassa saat kayttaa koejarjestelman taulukkokirjoja ja perusohjelmia. A-osa palautetaan tehtavan 6 jalkeen olevalla
painikkeella. Tdman jalkeen A-osan vastauksia ei voi enda muokata. A-osan palauttamisen jalkeen kaikki
koejarjestelman ohjelmat ovat kaytettdvissasi. Voit vastata B-osien tehtdviin myds ennen A-osan palauttamista.

Halutessasi voit tuottaa vastausten tueksi piirroksia, kaavioita tai taulukoita ja liittaa niista kuvakaappauksen mihin
tahansa tekstivastaukseen.

Al3 jatd mitdan merkintdja sellaisen tehtdvéan vastaukselle varattuun tilaan, jota et halua jatta3 arvosteltavaksi.

A-0sa

@ Vastaa viiteen tehtavaan.

1. Yks, kaks, kolme, nelja

Valitse oikea vaihtoehto. Vastauksia ei tarvitse perustella. Oikea vastaus 2 p., vaara vastaus 0 p., ei vastausta 0 p. Jos olet
aloittanut tehtdvaan vastaamisen, mutta et haluakaan jattaa tehtdvad arvosteltavaksi, poista vastauksesi valitsemalla
pudotusvalikosta tyhja rivi.

1.1 Kuinka paljon on 12 prosenttia luvusta 347

4,08 |v

1.2 Mika on yhtéalon 12 + 3 = 4 ratkaisu?

(=2 5

1.3 Suorakulmaisessa kolmiossa yhden kateetin pituus on 12 ja kateetin vastaisen kulman suuruus 34°. Mikd on
kolmion hypotenuusan pituus kokonaisluvuksi pyéristettyna?

21 | v

1.4 Ympyran keskipiste on (1, 2), ja piste (3, 4) sijaitsee ympyralla. Mikd on ympyran séde?

75 I~

CASIO '
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1.5 Sievenna log, 1 + log, 2% +1log, 4, kuna > 0. (2p.)
5log, 2

1.6 Olkoon g(z) = 1 + 2z — 3. Laske ¢’ (4).

—46

2. Perustehtévia

1. Suora kulkee pisteiden (5, 0) ja (0, —3) kautta. Maarita suoran yhtald. (4 p.)

2. Miarita funktion f(z) = 322 + e** derivaatta. (4 p.)

3. Maaritd integraalifunktio /cos(&z;) dz. (4 p.)

1. Suoran yhtild on y—0 =

—3-0 3
5 (a:—5)c>yfga:—3.
2. f (z) = 6z + 4™ .

3. %sin(s;r,) +C,CeR.

3. Epayhtald ja yhtalo

1. Ratkaise epayhtald (z — 1)(z + 3) > —3.(6 p.)

2. Ratkaise yhtald (z + 1'3)(:1:2 — 7r2) =0.(6p.)
1. Avataan sulut ja siirretdéin kaikki termit vasemmalle puolelle: ;2 4 24 - ( . Ratkaistaan vastaavan yhtélon nollakohdat:

z(z+2)=0%2=0Vzx=—2.Koska vasemman puolen yhtdlén kuvaaja on yldspéin avautuva paraabeli, jolla on kaksi

nollakohtaa, on sen merkkikaavio + | - | + ja epéyhtdlon ratkaisu # < —2 Ax > 0.

2. Tulonnollasdannolld 4 e =Vl - =0 g =—eVa = +7-

4. Trigonometrinen yhtalo

Ratkaise yhtdlo 1 — (cosx)? = (sin 2x)?, kunz € [—7, 7).

Muokataan yhtélo4 trigonometristen kaavojen avulla, ryhmitelldén ja otetaan yhteinen tekijé tulon nollasédntdd varten:
1— (cos(z))” = (sin(2))” > 1 — (1 — (sin(x))” ) = (2sin() cos(x))’ & (sin(x))* = 4(sin(x))? (cos(x))
1
& 4(sin(x))’ (cos(z))” — (sin(x))” = 0 <« (sin(x))” (4(cos(x))* —1) = 0 (sin(x))* = 0V (cos(z))* = 1
Ratkaistaan molemmat saadut yhtildt valilla [-m, ] eli koko yksikkdympyréssa:
(sjn(;r,))z =0<sin(z)=0ez=0Vr=—rVazr=x (vksikkbympyrin kehéipisteen y-koordinaatti on 0.)

(Cos((fj))z = % < cos(z) = :l:% oo = :I:% Vo = i%r (yksikkoympyréin kehapisteen x-koordinaatti on :I:% 2

? CASIO.
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5. Tilastollisia tunnuslukuja

1. Lukujen x1, ..., T, keskiarvoon a jab > a. Osoita, ettd lukujen x1, ... , Ty, b keskiarvo on suurempi kuin a. (6 p.)

2. Anna esimerkki seuraavat ehdot toteuttavista luvuista tai osoita, etta sellaisia ei ole olemassa: lukujen moodi on 1,
keskiarvo 10 ja mediaani 100. (6 p.)

xr +xet+. .+

1. Koska ensimmidisten lukujen keskiarvo on =a < 11 + T2+ .. +x, = an ja toisten lukujen keskiarvo

n
on Tt T2t Aot b , niin voidaan muokata toisten lukujen keskiarvo muotoon antb . Koska p > ¢ oletuksen
n+1 n+1
mukaan ja murtolauseke pienenee kun osoittaja pienenee, niin voidaan péaitelld an+b > anta _ @ (nt 1) —a
n+1 n+1 n+1

2. Tdmi on mahdollista. Moodi eli tyyppiarvo tarkoittaa, ettd nditd lukuja pitdi joukosta olla eniten. Aloitetaan lukujoukko
esim. neljdlld ykkoselld 1, 1, 1, 1. Jotta keskiarvo olisi kymmenen, pitdd aineistoon lisétd hieman suurempikin luku, esim.
luvut 1, 1, 1, 1, 46 toteuttavat ehdot moodin ja keskiarvon suhteen.

Jotta mediaani eli jérjestetyn joukon keskimmdinen luku (tai keskimmdisten keskiarvo) olisi 100, pitéé joukkoon lisdtad lukuja
sata - ei kuitenkaan enempédé kuin nollia moodin vaatimusten takia - ja sitd suurempia lukuja seki tasapainottaa keskiarvoa
vastaavasti jollain negatiivisella luvulla. Esim. luvut -680, 1, 1, 1, 1, 46, 100, 100, 100, 110, 110, 120, 120 toteuttavat kaikki

ehdot.

Tarkistus mielenkiinnon vuoksi laskimen tilasto-toiminnolla (ei kdytdssa A-osassa):

list1 list2 list3 list4 listd listB
1 -680
2 1
3 1
4 1
5 1
B 46
7 100
8 100
] 100 ; L
10 110 Stat Calculation X
1; {%3 One-Variable
13 120
14 < =10 [
15 X =130
16 mx? =547520
17 Ox =204.9803
18 Sx =213.35026
19 11 i =13
20 minX =-680
Ql =1
21 Med =100 E
2 Qs =110
maxx =120
Mode =1
ModeN =1
ModeF =4

CASIO. 3
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6. Funktio rajoitettuna ympyralle

Tarkastellaan funktiota f : R? — R, joka on maaritelty lausekkeella f(z,y) = xy. Maarita kaikki arvot, jotka funktio saa
ympyralla 2% + ° = 4.

Annettu ympyré on origokeskeinen ja sen sidde on 2. Suurin mahdollinen alue funktion arvoille ympyrélld on [-2, 2].
Ratkaistaan muuttuja x ympyrén yhtilostd: z = +4/4 —¢? . Funktio saadaan yhden muuttujan funktioksi sijoittamalla saatu

arvo funktioon f (ﬂ: 4— yz,y) = +/4—1* .y Funktio on mirittelyjoukossaan jatkuva funktio, joten se saa suurimman

ja pienimmaén arvonsa vilin padtepisteissi tai vilille kuuluvissa derivaatan nollakohdissa. Tutkitaan funktion arvoja ympyrin
ensimmidisessd neljanneksessa ja rajataan tutkittava vilindin 0 <z <2 ja 0 <y < 2.

¥ 4-2

B i R L b= Styr=—%

Derivaatta on mééritelty, kun 4 — 42 > (0 « 0 < y < 2 - Derivaatan nollakohdat ovat samat kuin murtolausekkeen osoittajan

nollakohdat eli 4 — 24% = 0« y = 4/2 , joista vain positiivinen nollakohta kuuluu tarkasteluvilille. Kun

y=+2=mz=1/4— ﬁz = /4—=2 = /2 .Funktion suurin ja pienin arvo on joukossa
J(02)=0-2=0, f(2,0)=2-0=0, f(v2,v2) =22 =2 Jatkuvana funktiona f saa kaikki arvonsa pienimmén ja

suurimman arvonsa vilissd eli sen arvojoukko ympyrin ensimmadisessd neljinneksessd on [0,2]. Vastaava tarkastelu ympyrin
kolmannessa neljénneksessi antaa derivaatan nollakohdaksi ¢ = —,/7 , jolloin vileilld —2 < < 0 ja -2 <y <0

funktion pienin ja suurin arvo on joukossa
J(=20)=(-2)-0=0, f(0,—2)=0-(-2) =0, f(V2,— \/Q) =—4/4— (7\/5)2 — —2 . Funktio saa jilleen kaikki

arvot pienimmin ja suurimman arvonsa vilissé eli sen arvojoukko ympyrin kolmannessa neljinneksessé on [-2,0]. Niinpd
funktio saa kaikki arvot ympyralld valilta [-2,2].

Katso aiempien yo-kokeiden ratkaisut sivulta

www.casio-laskimet.fi > Opettaja & koulu > Opetusmateriaalia



http://www.casio-laskimet.fi/

Pitka matematiikka, syksy 2025

B1-o0sa

@ Vastaa kolmeen tehtavaan.

7. Geometrian laskutehtavii

Anna tdssa tehtdvassa pelkka vastaus ilman perusteluja. Vastauslaatikkoon voi kirjoittaa vain yhden kokonaisluvun.

Laske kussakin osatehtavassa tuntemattoman likiarvo kokonaisluvuksi pyoristettyna.

7.1 Kolmion kérjet ovat pisteissé (12, 3), (—2,9) ja (4, 20), ja sen pinta-ala on A;.

Ay [ 95 ]

7.2 Kolmion kérjet ovat pisteissa (12, 3), (—2,9) ja (4, 20), ja sen piirin pituus on p.

P47

7.3 Suoran ympyrélierién korkeus on 13, sade 4 ja vaipan pinta-ala As.

Ay [ 327 ]

7.4 Pisteen (—20, 6) etdisyys suorasta 2x + y + 5 = O ond.

d~[13)

7.5 Qlkoot = % + 2 jja® = 24 — 2 j. Vektorien T ja ¥ vélinen kulma asteina on .

o ~[ 108

7.6 Olkoot w ja v kuten osatehtavassa 7.5. Vektorin 4 w — 7 v pituus on L.

L~ 7

T. 1. Ristitulovektorin pituuden puolikas on kolmion pinta—ala:
[—2—12

9-3

<
1]

. [4—12]
“l20-3

%norm (crossP (u, v))

95
7.2. Piiri on

V(12-(=2)) 2+ (3-9) 24/ (—2-2) 2+.(9-20) 2+ (12-4) 2+ (3-20) 2
46. 54980453
7.3. Vaipan pinta—ala on
18% 2Kkl
326. 725636

T.4. Pisteen etdisyys suorasta on
[2%(-20)+6+5]
o
12.96919427
T.5. Annettujen vektorien vilinen kulma

a1} ()

T7.6. Kysvtyn vektorin pituus

108. 4349488

1 2
n0rm(4*[2]—7*[_2])

24.16609195

CASIO ®
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8. Pianon osto

Auri haluaa ostaa uuden pianon. Han aikoo sdastaa 7 500 euroa kolmessa vuodessa, ja tallettaa uudelle saastétililleen saman
summan jokaisen kuukauden ensimmadisena paivana ennen pankkipadivan alkua. Kuinka paljon Aurin on laitettava saastéon
kuukausittain, kun hanen saastétilinsa nettokorkokanta on 2,5 % ja korko maksetaan tilille kerran vuodessa? Tehtdvéssa
oletetaan, etta kaikki kuukaudet ovat samanpituisia. Tililld olevat rahat kerryttavat korkoa koko sen ajan, jonka ne ovat tililla.

Olkoon kuukausittaisen talletuksen suuruus x. Ensimméiinen talletus kasvaa korkoa 12kk, seuraava
11kk, jne. Viimeinen talletus kasvaa korkoa vhden kuukauden. Vuosikorko on 11—2*[], 025.

Ensimmaéaisen vuoden jalkeen tililla on rahaa

0.025x

12 *(12+11+104+94+8+7+6+0+4+3+2+1)+12x

973-x
80
Samoin tapahtuu toisena ja kolmantena vuotena. Ensimmaisen vuoden talletus kasvaa korkoa korolle
2 vuotta ja toisen vuoden talletus vuoden. Kun ndmé& otetaan huomioon, saadaan yhtald tililla
olevalle rahasummalle, jonka pitdd olla 7500. Ratkaistaan tastd kuukausitalletuksen suuruus x:

973-x 5. 973x 973-x
solve[—80 x1. 0252+ 973 %y) 925,973

=7500,x]
{x=200. 4956838}

Kuukausitalletuksen suuruus tulee olla n. 200,50 euroa.

9. Epailyttavia paattelyja

1. Gizan suuren pyramidin korkeus on 146,6 metria ja sen nelion muotoisen pohjan sivun pituus on 230,3 metria. Sirius
on laskenut pyramidin tilavuuden seuraavasti:

a®y/2

Koska pyramidi on puolet oktaedrista, niin voidaan kayttaa oktaedrin tilavuuden kaavaa V' = 3

Pyramidin tilavuus on siis

1 (230,3)%2
5..£__%£—XC:::2879025£3 (?).

Sirius epailee kuitenkin, etta han on tehnyt jossakin virheen, silld tulos ei vastaa lahteessa ilmoitettua Gizan suuren
pyramidin tilavuutta. Selita perustellen, minka virheen Sirius teki ja laske oikea tilavuus. (6 p.)

3

2. Vega laskee funktion g(z) = 2° — 2z 4 1 suurimman arvon vlilld [—1, 1] seuraavasti:

Derivaatta on g’ (z) = 322 — 2. Derivaatan nollakohdat ovat 7 = + %,ja ne ovat molemmat

tarkasteluvalilla. Koska g( % ) =1—- % ~ —0,09 ja g( — \/%) =1+ % ~ 2,1, niin kysytty
suurinarvoon 1 + 4—\5.

Jos Vega on paatellyt oikein, perustele, miksi ndin on. Jos taas paattely on vaarin, korjaa se oikeaksi. (6 p.)

; CASIO
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1. Jotta pvramidin tilavuus olisi puolet oktaedrin tilavuudesta, pitda kappaleiden olla safnnéllisii eli jokaisen sivun tulee
olla vhta pitkid keskendin. Pyramidin sivusirmin pituus on pyramidin pohjan keskipisteesta huippuun ja nurkkaan
rajoittuvan suorakulmaisen kolmion hyvpotenuusana

2
230.3 2
+14B. 8
j[ V2 ]
219.1132242

Koska timi ei ole vhta pitkd kuin pohjan sivun pituus, ei pyramidi ole safinnéllinen vaan hieman "venvtettv”™. Siksi
sen tilavuus ei ole puolet oktaedrin tilavuudesta. Lisiksi vastaustarkkuus sisaltad liilkaa numeroita, silla mitat on

annettu neljgn merkitsevin numeron tarkkuudella ja vastauksessa niitd on vhdeksan.

Gizan pyramidin tilavuus on

%*230. 32x146. 6

2591794. 665
eli n. 2592000 kuutiometria.

2. Funktio g{x) on jatkuva, joten sen suurin arvo suljetulla valilli saadaan joko wilille kuuluvissa derivaatan
nollakohdissa tai wvélin padtepisteissd. Derivaatan nollakohdat on laskettu oikein, joten suurin arvo on jokin seuraavista:

define g(x)=xS—2x+1

done
g(-1)
2
g(l)
0

/2
g( §)
2
g(—.'g)
2
g(—.'g)

—-0.0886621079

2.088662108

16
9 +1

1vB

Suurin arvo on siis n. 2.08866... , mika on tarkkana arvona 9 +1. Vega ei ole tarkastelussaan huomiocinut walin

padtepisteitd ja siksi se on puutteellinen.

Tiesitko, ettd ClassPad Managerin kayttoon [6ytyy kattava videokirjasto? Tsekkaa YouTubesta

osoitteesta bit.ly/fx-cp400

@3 YouTube " Haku m Q &

- fx-CP400
i @fx-cp4003 - 302 tilaajaa - 194 videota

fi= Lis&tietoja tastd kanavasta ...lisaa

casio-laskimet.fi ja 2 muuta linkkia

— .
Tilaa

CASIO ’
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10. Eukleideen algoritmi

Maarita Eukleideen algoritmilla lukujen 121 110987 654 321 ja 123456 789101 112 suurin yhteinen tekija. Voit kayttaa
ohjelmistoa, kunhan algoritmin valivaiheet nakyvat ratkaisussa.

Eukleideen algoritmia soveltamalla saadaan seuraava ketju:
123456789101112=1%121110987654321+2345801446791
121110987654321=51%2345801446791+1475113867980
2345801446791=1x1475113867980+870687578811
1475113867980=1:x870687578811+604426289169
870687578811=1%604426289169+266261289642
604426289169=2%266261289642+71903709885
266261289642=3x71903709885+50550159987
71903709885=1%50550159987+21353549898
50550159987=2%21353549898+7843060191
21353549898=2%7843060191+5667429516
7843060191=1x5667429516+2175630675
5667429516=2%2175630675+1316168166
2175630675=1%1316168166+859462509
1316168166=1%859462509+456705657
859462509=1%456705657+402756852
456705657=1%402756852+53948805
402756852=T%53948805+25115217
53948805=2%25115217+3718371
25115217=6x3718371+2804991
3718371=1%2804991+913380
2804991=3%913380+64851
913380=14*%64851+5466

64851=11%5466+4725

5466=1%4725+741

4725=6xT41+279

T41=2%279+183

279=1%183+96

183=1%x96+87

96=1%87+9

87=9%9+6

9=1%6+3

6=2%3+0

Suurin vhteinen tekijia on viimeinen nollasta eroava jakojainnts eli 3. Tarkistus laskimella:
gcd(123456789101112,121110987654321)

| CASIO
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B2-0sa

@ Vastaa kahteen tehtavaan.

11. Ellipsin yhtalo

Olkoot P ja () tason pisteita. Ellipsi on niiden tason pisteiden Z muodostama kayré, joille etdisyyksien | PZ| ja | Z] summa
on vakio k > | PQ)|. Pisteita P ja ) kutsutaan ellipsin polttopisteiksi.

Tarkastellaan ellipsid, joka on symmetrinen koordinaattiakselien suhteen ja leikkaa ne pisteissa (+a, 0) ja (0, 1), kun
a > 1. Talléin polttopisteet sijaitsevat x-akselilla. M&arita polttopisteet P ja () parametrin a avulla ja osoita, ettd tdman
ellipsin yhtald on

72

2 _
a2+y =1

kayttamatta muita tietoja ellipseista kuin ylla annettua maaritelmaa.

Valitaan kaksi polttopistettd x—akselilta. Nimetadn pisteet (p,0) ja (q,0). Polttopisteet jadvat ellipsin sisalle, silla jos olisi
1) p=a, niin ellipsia ei muodostuisi. Ellipsi olisi ainoastaan jana x—akselien leikkauspisteiden (-a,0) ja (a,0) wvililla.

2) g=a, kuten edelld.

3) p<-a eli polttopiste sijaitsisi ellipsin ulkopuolella, ei ellipsia muodostuisi.

4) qra, kuten edelld.

Siis pitda olla a>p ja a>q. Nyt ellipsin pisteen etdisyyksien summa polttopisteistd on a—p+a—q=p—(—-a)+q—(-a), joten —p—gq=p+q eli
pin ja qin taytyy olla toistensa vastalukuja ja sijaitsevat siis symmetrisesti yv—akselin molemmin puolin x—akselilla. Siis p=—q ja
ellipsin pisteen (a, 0) etdisyyksien summa polttopisteisti on muotoa a—pt+a—(-p)=2a.

Ellipsin pisteen (0, 1} etdisyyksien summa polttopisteistd on \/ (0-p) 24(1-0)2 +\/ (0—-(-p) 24(1-0)2 =2\/p2+1 =Za, joten a=V p2+1 .
Tastad wvoidaan ratkaista p=tv a2—1 . Niinpd polttopisteiden koordinaatit ovat (v a2—1 , 00,

Muodostetaan ellipsin yhtald mielivaltaiselle pisteelle Z=(x,¥). Tamén pisteen etdisyyksien summa polttopisteistd on

2a=\/ (x—\/ a2—1)2+(y—0)2+\/ (x+\/ 53\2—1)2+(y—0)2 | puolet positiivisia, korotetaan toiseen
4a2=(x—Va2-1) 245242y ((x=Va2=1) 24 (y=0) 2) (v a2=1) 24 (5-0) 2) + (xida2-1 ) 24y 2

4a2=2y2+)(2—2 a2-1+a2-1+x2+2y a2—1+a2—1+2\/ 4 (x—\/az—l b] 2+y2) ( (x+\/a2—1 )] 2+y2)

4a2=2y2+2X2+232—2+2\/ { (x—\/az—l ) 2+y2) ( (X+\/az—1 ) 2+y2)

202-2v2-2x 242227 ((x—va2-1) 24v2) (et a2—1) 24y 2)

az—yz—X2+1=J (X2—2xv(a2—1 +a2—1+y2) (x2+2X\/a2—1+a2—1+y2)

a2—y2—x2+1=\/x4+y4+a4+2-x2-yz—azo(2-x2—2-y2+2)+2-X2—2-y2+1 | puolet positiivisia (x<a ja y¥<1), korotetaan toiseen
(az—yz—xzﬂ](az—yz—x2+1)=x4+y4+a4+2-x2-y2—a2-(2-x2—2-y2+2]+2-x2—2-y2+1

at-a?y2-a2y24aZ a2y uy ey 2y 2y 2 23 2y 2y 2 242y 2y 2oy My At aex 2oy 20 2 (2ex B2y 242) 202 -39 24
—aly2a4g25242 02,2 2 5.,02.,2 0.,240.2

-4a2y2+4a2-4x2=0

al=x2452y2

1=£+y2

al

Mika oli todistettava.
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12. Ortogonaaliset funktiot

Jatkuvat funktiot f : [a,b] — Rja g : [a, b] — R ovat ortogonaaliset, jos

b
| gt dz—o.

Tutkitaan téssa tehtavassa vain jatkuvia funktioita, jotka eivat ole nollafunktioita (eli funktiot saavat muitakin arvoja kuin
nolla).

1. Anna esimerkki funktiosta ¢ : [1, 2] — R, joka on ortogonaalinen funktion f(fl?) = 3x + 2 kanssa. (6 p.)

2. Jos funktiot f ja g ovat ortogonaaliset ja myds funktiot g ja h ovat ortogonaaliset, niin ovatko funktiot f ja h valttdmatta
ortogonaaliset? (6 p.)

2
1. On osoitettava, ettd l6vtyy funktio g:[1,2]1 = R, niin ettd integraali [ (3x+2)g(x)dx=0.
1

Valitaan esim. funktio g(x)=x+c, jolloin

2
[ {3x+2) % (x+c)dx
1
8Bt g7
simplify (ans)
13-c
= +10
Asetetaan integraalin arvo nollaksi, jolloin saadaan
solve (13C.+10=0, c)
]
- 13

Koska g(x)=x—% on maaritelty ja polvnomifunktiona jatkuva wvalilla [1,2]1 ja saa vain reaalisia

arvoja, se kayv esimerkkifunktioksi.

2. Meilla on jo kohdan 1. nojalla vksi ortogonaalinen funktiopari f(x) ja g(x). Olkoon
h(x)=f(x), jolloin myds hi{x) ja g{(x) ovat ortogonaalisia. Tutkitaan, ovatko h(x) ja f(x)
keskenadn ortogonaaliset:

2
[ (3x+2) % (3x+2)dx
1

43
Koska integraalin arvo ei ole nolla, ei ortogonaalius pade funktioille h{x) ja f(x).
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13. Melkein kaikkialla derivoituva funktio

Olkoon f : R — R funktio, jolle f’(x) > 0, kun x % 0. Perustele jokainen seuraavista vaittamista tai osoita
vastaesimerkilla, etta se ei pade.
i. Funktio f on jatkuva.
ii. Funktio f on kasvava.
iii. Jos f on jatkuva, niin se on kasvava.

iv. Jos f on kasvava, niin se on jatkuva.

Pistemaaria ei ole merkitty nakyviin, silla ne voisivat paljastaa, liittyyko vaitteeseen vastaesimerkki vai perustelu.

1
. . . —=, x%0 ) . . . . . ..
i. Tutkitaan funktiota f(x)=7 X X . Funktio on maéaritelty kaikille reaaliluvuille ja saa reaalisia
0, x=0
arvoja. Se ei ole jatkuva pisteessi x=0, mutta 1"’(:n()=i2 >0 aina, kun x#0. Funktio ei siis
X

vilttaméattd ole jatkuva.

ii. Kawvtetaan edellisen kohdan funktiota. Funktio ei ole kaikkialla kasvava, wvaikka f'(x)>0 aina
kun x#0, silld esim. f(-=1)=1 > f(0)=0 eli funktio ei saa aina suurempia arvoja, vaikka
muuttujan x arvo kasvaisikin.

ili. Jos funktio on jatkuva ja sen derivaatalle patee f’'(x)>0, kun x#0, niin se on kasvava
funktio ainakin, kun x+0.

Tutkitaan kasvavuutta kohdassa x=0. Oletetaan, ettd olisi olemassa sellainen positiivinen luku a,
jolle £¢0) > f(a) eli funktio saisi pienemmaéan arvon muuttujan kasvaessa. Koska funktio f({x)
todettiin kasvavaksi, kun x > 0, niin sen on oltava myds kasvava, kun 0 < x < a. Siispd f(x)
< f(a) aina, kun 0 < x £ a. Tamd on kuitenkin ristiriita sen kanssa, ettd f(x) oli jatkuva ja
pitaisi olla f(0) > f(a) = f(x), kun 0 < x < a. Tiami olisi mahdollista vain, jos funktiolla f(x)
olisi epédjatkuvuuskohta pisteessd x=0. Siispd ehtojen mukaisen funktion ollessa jatkuva, se on
myos kasvava.

iv. Kasvavuus ei takaa jatkuvuutta. On helppo konstruoida funktio, joka kasvaa aidosti eli sen

x, x<£0
derivaatta on positiivinen, kun x#0. Esimerkiksi f(x)=71, x=0 . Funktion derivaatta
x+2,x>0
1,x<0 . . . . .
f'(x)= 1 %50 kun x#*0. Funktio ei kuitenkaan ole jatkuva kohdassa x=0, silld
lim (f{x))=0 * f(0)=1 * lim (f(x))=2.
x>0- x20+
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