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FI - Matematiikka, pitka oppimaara

19.9.2023

Koe koostuu 13 tehtavasta, joista vastataan kymmeneen. Tehtavat on jaettu kolmeen osaan. A-osassa on nelja
kaikille pakollista tehtavaa. B1-osassa on viisi tehtavaa, joista vastataan kolmeen. B2-osassa on nelja tehtavaa, joista
vastataan kolmeen. Kaikki tehtavat arvostellaan pistein 0-12, joten kokeen maksimipistemaara on 120.

A-osassa saat kayttda koejdrjestelmassa olevaa taulukkokirjaa ja perusohjelmia. A-osa palautetaan tehtavan 4
jalkeen olevalla painikkeella. Taman jalkeen A-osan vastauksia ei voi enda muokata. A-osan palauttamisen jalkeen
kaikki koejdrjestelman ohjelmat ovat kaytettdvissasi. Voit vastata B-osien tehtaviin myos ennen A-osan palauttamista.

Useimmissa tehtdvissa kaikkien osatehtavien vastaukset kirjoitetaan samaan vastauskenttaan. Jaottele vastauksesi
osatehtavien mukaisesti. Halutessasi voit tuottaa vastausten tueksi piirroksia, kaavioita tai taulukoita ja liittaa niista
kuvakaappauksen mihin tahansa tekstivastaukseen.

Ala jata mitdan merkintgja sellaisen tehtdavan vastaukselle varattuun tilaan, jota et halua jattaa arvosteltavaksi.

1. Yht3l6 ja epéyhtils 12 p.

1. Ratkaise yhtalo —7x + 3 = 17.(3 p.)
2. Ratkaise epéyhtalé —7Tx 4+ 3 < 17.(3 p.)
3. Ratkaise yhtalé 22 + o = 2. (3 p.)

4. Ratkaise epayhtdlo z° +z — 2 < 0. (3 p.)

L. =T243=17T & —Tzx=14 & z=-2
2. —“Tz43<17T & —Tz<ld & o>-2
—1+/1+8 —143
3. 2’4z=26 2"+2-2=0 = 5 =3 S r=1Vr=-2
4. Edellisen kohdan nojalla nollakohdat ovat z =1 v 2 = —2 . Koska kyseessi on ylospiin avautuva paraabeli, on se

negatiivinen vain nollakohtiensa vilissd —2 <z < 1.

ClassPad Managerin lataukset ja paivitykset [6ydat kansainvaliselta tukisivulta.

COMPUTER SOFTWARE

Get Started To activate:

You can use the software for free with the 90-day trial version Activation Guide >

Selectyour0s Issue License Code from Claim Code
Mac >

Member Login >

https://edu.casio.com/softwarelicense/index.php
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2. Tason pisteita 12 p.

Kirjoita tdman tehtdvan vastauskenttiin pelkat laskujen lopputulokset ilman valivaiheita ja perusteluja. Tehtdvassa ei voi
kayttda kuvakaappauksia eika kaavaeditoria. Kunkin vastauksen maksimipituus on 10 merkkia. Vastaukset arvostellaan
tietokoneavusteisesti ja ohjeiden noudattamatta jattaminen voi johtaa pistevahennyksiin.

Maarita seuraavien pisteiden koordinaatit, jotka ovat kokonaislukuja. Anna kaikissa osatehtavissa pelkka vastaus ilman
valilyénteja, valivaiheita tai perusteluja, esimerkiksi muodossa (-5,5) eika ( - 5, 5) tms.

2.1 Piste, jossa suora y = 3z + 7 leikkaa y-akselin. 2p.
(z,y) =07

2.2 Pisteiden (0,0) ja (6, 8) vélisen janan keskipiste. (2 p.
(z,y) =[G4

2.3 Suorienz + y = 0ja 2z + by = 3 leikkauspiste. 2 p.
(z,y) =11

2.4 Kayran zy = 6 piste, jonka y-koordinaattion 3. [ 2p.
(z,y) =[(23)

2.5 Ympyran (z + 1)? + (y — 2)? = 5 keskipiste. (2p.

(z,y) =[(1.2)

2.6 Paraabeliny = (x — 3)2 + 1 huippupiste. 2 p.

(z,y) =B

3. Minimointi 12 p.

16
Marita funktion f(z) = 22 + —5 Pieninarvo, kun z > 0.
x

Lasketaan aluksi funktion derivaattafunktio ja sen nollakohdat:

2
f(z)=2x— 3—3 =0 < 2' —32=0 & z' =16 & x =12, joistavain positiivinen juuri kiy. Lasketaan
x

derivaatan merkit timén nollakohdan ympdrilla: (1) =—-30<0 ja f'(4) = 7% >0 .jotenkyseessd on

16

minimikohta. Funktion pienin arvo on £ (2) = 2% + 7 8.

? CASIO.
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4. Vektorit ja taso 12 p.
Tarkastellaan vektoreitat = 37 + j — 2k, =1 +2j—2kjaw = —5i — 5+ 6 k.
1. M&arita vektoriu + 27 — w. (3 p.)

2. Vektorit u ja v virittavat origon kautta kulkevan tason T, eli ne ovat tason suuntavektoreita. M&arita pisteen (6, 7,1)
etdisyys tasosta 1'. (9 p.)

L g+ 2% —w=3i+75—2k+2i +45 — 4k 4+ 54 + 55 — 6k = 10¢ + 105 — 12k
2. Yksi tason normaalivektoreista on 7 x 5 = 27 + 45 + 5k . joten tason normaalimuotoon 2z + 4y +5z+d=20
Sijoitetaan tason pisteend origo, jolloin ¢ =0 jatason yhtild on 2x +4y+ 52 =0 . Pisteen (6,7.1) etéisyys tasosta on

2:6+4-T+5-1] 45 45 15 155
21715 VB WE VBB

3.
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Tule osallistumaan matematiikkakilpailuun ja
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B1-o0sa

o Vastaa kolmeen tehtavaan.

5. Matematiikan merkintgja 12 p.
Kuinka seuraavat sanalliset kuvaukset voidaan ilmaista symbolein?

Valitse parhaiten soveltuva vaihtoehto. Vastauksia ei tarvitse perustella. Oikea vastaus 1 p. tai 2 p., vaara vastaus 0 p., ei
vastausta 0 p.

Jos olet aloittanut tehtavaan vastaamisen, mutta et haluakaan jattaa tehtavaa arvosteltavaksi, poista vastauksesi valitsemalla
pudotusvalikosta tyhja rivi.

5.1 Luvun 6 kuutiojuuri. 1 p.

(VB [v]

5.2 Parilliset kokonaisluvut. ' 1 p.

2k, keZ |V

5.3 Luvun % kaanteisluvun ja vastaluvun summan itseisarvo. 2 p.

E+1=-I1 v

5.4 Luvut A ja B ovat suoraan verrannolliset verrannollisuuskertoimella k. ( 1 p.

(A:B=k [v]

5.5 Kun kerrotaan kaksi samakantaista potenssia, niin eksponentit lasketaan yhteen. ' 1 p.

(z"z™ =™ [v]

5.6 Tuotteen lopullinen hinta, kun alkuperéista hintaa 129 € alennetaan ensin 10 % ja alennettua hintaa myéhemmin
vield 20 %. (1 p.

(0,8-0,9129¢ V)

5.7 Lukusuoran pisteen x etaisyys pisteestda —2 on 3. 1 p.

E-—(2=3 ¥

5.8 Tason pisteen (x, y) etdisyys pisteestd (1, —3) on4. 2p.

WVE=-T"+w+3*=4 v

5.9 Suorien 2z — 3y = lja —x + 4y = —2 leikkauspiste. [ 1 p.

‘{293—33/:1
—x+4y= -2

v ‘

5.10 Funktion [ arvo kohdassa 2 on suurempi kuin funktion g arvo kohdassa —3. 1 p.

[f(2) > g(=3) ]

’ CASIO.
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6. Appelsiinien kuoret 12 p.

Kaupassa myydaan kokonaisia appelsiineja 1,50 euron kilohinnalla ja kuorittuja appelsiineja 9,50 euron kilohinnalla.
Kuorimattomien appelsiinien ymparysmitta on 25,0 cm ja kuoren paksuus 6,0 mm.

1. Kuinka suuri osuus appelsiinin tilavuudesta on kuorta? Oletetaan appelsiini palloksi ja kuori tasapaksuksi. (6 p.)

2. Mika on kuorimistydn osuus hinnasta prosentteina? Oletetaan, etta kuoren ja sydtavan osan tiheys on sama ja etta
kuoren arvo on nolla euroa. (6 p.)

1. Lasketaan kuoren tilavuuden suhde koko appelsiinin tilavuuteen

3 3

ar (25 ir (25

3 *[2?{] ~ 3 *[2?{_0'6]
3

4?15*[25]

32

0.3875996826

Vastaus: Kuoren osuus tilavuudesta on n. 39%

2. Yhteen kilogrammaan kuorittuja appelsiineja kuluu

1
1-0. 3875996826

1.632918814
kilogrammaa kuorellisia appelsiineja, joten niiden hinta olisi euroina
1.632918814%x1.5

2.449378221
Kuorimistyvohén kivtetiin siis euroina
9.5-2.449378221

7.050621779
Twohon kivtetty osuus hinnasta on prosentteina

7.050621779
9.5

0.7421707136

Vastaus. Noin T74%.
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7. Ken Guru hyppii 12 p.

Ken Guru on 3 % 3 -ruudukon vasemman yldkulman ruudussa A, ja sen on paastava hyppimalla oikean alakulman ruutuun B.
Yksittainen hyppy on mahdollinen vain naapuriruutuun joko suoraan oikealle tai suoraan alas, muttei vinottain tai ruudukon
ulkopuolelle. Jos mahdollisia vaihtoehtoja on kaksi, niin Ken hyppaa niistd kumpaan tahansa todennakdisyydelld 0,5. Muuten

se hyppda ainoaan mahdolliseen ruutuun.
1. Madrita jokaisen mahdollisen reitin todennakaisyys. (8 p.)

2. Ken palaa ruudusta B takaisin ruutuun A hyppimadlla muuten samalla periaatteella, mutta nyt hypyt ovat mahdollisia
vain suoraan vasemmalle tai suoraan ylés. Kuinka suurella todenndkoisyydella Ken palaa takaisin samaa reittia (mutta

vastakkaiseen suuntaan) kuin menomatkalla? (4 p.)

1. Jos Ken Guru etenee oikealle kulmaan, on h#én tehnyt kaksi valintaa todennakéisvvdelld

2
nurkasta ruutuun B h#nelld ei ole vaihtoehtoja. Tamé&n reitin todenndkéisyys on siis [5] =

patee, jos Ken Guru etenee alas kulmaan, joten tédmdénkin reitin todennédkéisyys on %

Jos Ken Guru poikkeaa ensimmaisen hypyn jalkeen kulmaan johtavalta reitiltd, han paatyy ruudukon

keskelle. Tah&n mennessd han on tehnyt kaksi valintaa ja paatynyt keskelle todennidkiisyvyvdella G

Ruutuun B hén pddsee kahta kautta, joten koko polun todennékéisvys on %*%=% Téallaisia

reittivalintoja on kaikkiaan nelji erilaista.

Eri reitit 6 kpl (4]

2. Jokaisen paluureitin todennikéisyyvs on sama kuin alkuperdisen reitin todennikéisyvs ja wvaihtoehdot
ovat samat, mutta vastakkaiseen suuntaan. Todennikoisvys wvalita sama paluureitti on

11,11, 1.1, 1. 1. 1.1.1.1
R I T R T R Rl A e )

3
6

—_

; CASIO
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8. Ison luvun jaollisuus 12 p.
1. Maarita suurin luku k € N, jolle 1023 = —1 (mod 2%). (3 p.)

2. Todista, ettd luku 212349678910 _ 1 51 jaollinen luvulla 1023. (9 p.)

1. Luvun 1024 pitd3d siis olla kongruentti nollan kanssa modulo Zk: 1024=0({mod Zk). 210=1024,
joten kysytty suurin luonnollinen luku on 10.

10 . 10V k_ k .
2. Koska 2"Y=1(mod 1023), niin (2 ) =1%{mod 1023). Kun k=1234567891, niin lauseke on

1234567891
muotoa (210) =212345678910=1k (104 1023)=1(mod 1023). Siis

212345678910_1=20(mod 1023) eli luku 2123456789101 op jaollinen luvulla 1023.

9. Taidemuseon aaltoileva aita 12 p.

Taidemuseon aita halutaan maalata ja sen pinta-alaa mallinnetaan integraalilla

[ cos(10z 4 z7)
[ () ) g
0 2

Arvioi integraalia puolisuunnikassadannon avulla kayttaen 10:ta ja 100:aa jakovélia. Laske naiden arvioiden suhteelliset virheet,
kun integraalin arvo viiden desimaalin tarkkuudella on 3,98636.

Maaritelladan aluksi funktio f:

2
define f(x)=0SUOXFED) 4y

done

Yhden osavélin pituus on ensin % ja sitten % Puolisuunnikassaantd antaa likiarvoksi 10 osavalilla

1.4 L)) 8
* xgl[f( KoL)y (2K )]

4.288225244
ja 100 osavililla

100

1, 4 ax(k-1) | .. 4%k
2"‘100"‘z T )”(100)]

3.986993452
Suhteelliset wvirheet ovat vastaavasti prosentteina

4.288225244-3. 98636
3.98636

*100

7.572453165
3.986993452-3. 98636
3.986386

*100
0.01589048656

Vastaus. Integraalin likiarvoksi saadaan n. 4,29 (10 osavalid) ja n. 3,99 (100 osavalid). Suhteelliset
virheet ovat vastaavasti n. 7,6% ja 0,02%.

CASIO ’



Pitka matematiikka, syksy 2023

B2-o0sa

@ Vastaa kolmeen tehtévaan.

10. Parilliset ja parittomat funktiot ( 12 p.
Funktio h : R — R on parillinen, jos h(—x) = h(z) kaikilla z € R, ja pariton, jos h(—x) = —h(z) kaikilaz € R.

Valitse osatehtdvissa 10.1-10.4 oikea vaihtoehto. Vastauksia ei tarvitse perustella. Oikea vastaus 1 p., vaara vastaus 0 p., ei

vastausta 0 p.

Jos olet aloittanut tehtdvaan vastaamisen, mutta et haluakaan jattaa tehtavaa arvosteltavaksi, poista vastauksesi valitsemalla

pudotusvalikosta tyhja rivi.

Kirjoita osatehtdvien 10.5 ja 10.6 vastaukset perusteluineen vastauslaatikkoon.

1. Funktio a(x) = sin z  on pariton [v]1p

(
2. Funktio b(x) = cos z [ on parillinen [v]'e
)

3. Funktio ¢(x) = z sin z [ on parillinen [v]tP

4. Funktio d(x) = sinz + cos x| ei ole parillinen eikd pariton |v|'®

5. Oletetaan, etta f on pariton. Osoita, ettd f(0) = 0. (4 p.)

6. Oletetaan, etta g on parillinen ja derivoituva. Osoita, ettd g’ on pariton. (4 p.)
10.5 Koska f on pariton, niin sille patee f(-0)=f(0)=—f(0), joten 2f(0)=0 ja f(0)=0.
10.6 Koska g on derivoituva, niin Dg{—x)=-g'(—x). Parillisuudesta seuraa, ettd g(—x)=g(x), joten

myos funktion g(x) derivaatan on oltava —g’(-x). Siis g’ (x)=—g'(-x) eli —g’'(x)=g’(—x), miki tekee

funktiosta g’ parittoman.

y=sin(x) ‘
y= cos(x)
y=x-sin (JL)

y=sin (x)+cos (_k)

T |

SO | p
AN N N

<

’ CASIO.
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11. Véliarvolauseen ehdot 12 p.

Tassa tehtavassa tutkitaan, milloin valilla [—1, 1] madritelty funktio f toteuttaa vdliarvolause-ehdon:

f(a) = f(i)_—(f(l_)l) jollakin luvulla a € ]—1,1].

Vastaa perustellen seuraaviin osatehtaviin.

1. Anna esimerkki funktiosta, joka on jatkuva suljetulla valilld [—1, 1], derivoituva avoimella valilld |—1, 1] ja toteuttaa
valiarvolause-ehdon. (4 p.)

2. Anna esimerkki funktiosta, joka on jatkuva suljetulla valilld [—1, 1] mutta joka ei ole derivoituva avoimella valilla |—1, 1]
eikd toteuta valiarvolause-ehtoa. (4 p.)

3. Anna esimerkki funktiosta, joka on derivoituva avoimella vélilld |—1, 1] mutta joka ei ole jatkuva suljetulla valilla [—1, 1]
eika toteuta valiarvolause-ehtoa. (4 p.)

1. Valitaan yksinkertainen polynomifunktio f(x)=x. Tamd toteuttaa ehdot, silla
- se on jatkuva wvalilla [-1,1], koska polynomifunktiot ovat kaikkialla jatkuvia.
— se on derivoituva vililla 1-1,1[, koska polynomifunktiot ovat kaikkialla derivoituvia.

- ML 12U o) o toisaalta £ =1 Kaikkialla,

— jokin luku a voidaan walita miksi tahansa avoimen valin 1-1, 1[ pisteeksi, esim. a=0, 3.

2. Valitaan funktio, jonka kuvaajassa on kulma valilla 1-1,1[. Esim. f (x)=|x\={_x’kun x<0 . Tama
%, kun x20

toteuttaa ehdot, silla

- se on jatkuva valilla [-1,11.

— se ei ole derivoituva wvalin 1-1, 1[ kohdassa x=0.

- M:%:o ja toisaalta £’ (x)=1, kun x>0 ja ['(x)=—1, kun x<0.

1-(-1)
0,kun x=-1
3. Valitaan paloittain maaritelty funktio f(x)=yx,kun —1<x<1 . Tdma toteuttaa ehdot, silla
0,kun x=1

— se ei ole jatkuva walilla [-1,11.
— se on derivoituva valilla 1-1,1[.

FOIAED 000, mua 1 Go=1 valila 1-1, 11,

12. Palautuskaavat 12 p.

1. Olkoon f,(z) = 2" sinz ja g, (x) = 2™ cosx, kunn = 0,1, 2, ... Laske derivaatat f;, () ja gj,(x). (2 p.)

2. Merkitaan
™ T
o= / r'sinzxdzr ja C, = j " cos T dzx.
0 0

Laske Sy ja Cp. (2 p.)
3. Oletetaan, ettd integraaleille S, ja C',, patevat rekursiokaavat
S, =nCp1 +7" ja C,=-nS,1,
kunn = 1,2, 3, ... Laske naita kaavoja kayttdmalla integraalin .Sy arvo. (2 p.)

4. Integroi osatehtdvéssd 1 saadut derivaattakaavat puolittain valilla [0, 7] ja johda tulosten avulla osatehtévan 3
molemmat rekursiokaavat. (6 p.)

CASIO 9
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1. Maéritellaan funktiot f ja g ja lasketaan derivaatat

define fn (x)=x"*ksin(x)

done
define g (x)=xMkcos(x)
done
d
—(f
dx( n{x))
nex L egin (x ) 43D vcos (x)
d
dx(gn(X))
n-x1 1 ecos (x) —x M -sin (x )

2. Integroidaan funktiot

T o
f X ksin(x)dx
0

o
f X kcos (x)dx
0

3. Sovelletaan rekursiokaavoja toistuvasti:
S =4CHn =4 (-38) +nt=—1284n =12 (2C,+72) +rt=—24C,— 1272 +x2
=24 (=S,)—12n2+nt=—24%(-2)-12r2+n =
48-12n2+x4
26.97383822
Siis S.&26, 97.
4. Integroidaan kohdan 1. tulokset:

n 7
f nex~1 -sin(x)+xn-cos(x)dx=nf

T
1 gin (x) dx+[ xMecos (%) dx=n*Sn_+Cn.
0 0

0

. R -1 . . . .

Toisaalta [ nex L egin (x ) +xMecos (x Y dx=r%sin () —0"*sin(0)=0, joten
0

n¥Snpa+Ch=0. Tastd seuraa toinen vaitteistd Chn=—n*Sn.;.

n
0 Locos (x) dx —f xMegin (x ) dx=n*Cp-1—Sn.

4 7
f nex~1 -cos(x)—xn-sin(x)dx=nf
0

0 0

7
Toisaalta taas f n-x0"Lecos (x) —xM+sin (x ) dx =ntM*cos (1) —0Mkcos (0)=—x". Niin

0

saadaan myos toinen tuloksista johdettua: n¥Cp.i—Sn=—z1 eli Sp=n*Cp.+zl.

w0 CASIO.
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13. Kertoman arviointi 12 p.

Perustele seuraavat epdyhtalot.

et
1. lnkg/ Inzde, kunk=1,23,...3p.)
Sk

i) n+1
2. kz;lﬂkgfl Inzdr, kunn=1,2,3,...3p.)

n+1
e

n+1
3. n!<e( ) , kunn=1,2,3,...(6p.)

1. Integroimisvalilla [k, k+1] on aina x2k. Koska logaritmifunktio on aidosti
kasvava, se sdilyttdd suuruusjirjestyksen: In(x)zIn(k). Jos kumpaakin funktiota
integroidaan x:n suhteen samalla walilla, suuruusjarjestys sailyy:

k+1 k+1

[ ln(x)dxzf In{k)dx=In{k) (k+1)-In{k)*k=In(k), misti seuraa viite.

k k
n n ookl n+1

2. Hybdynnetiin 1. kohdan tulosta > (In(k))< > [[ ln(X)dx]=[ In({x)dx.
k=1 k=1\'k 1

n
3. In(n!)=In(1%2%3x4%. ..)=In(1)+In(2)+In(3)+...= 2 (In(k)), joten 2. kohdan
k=1
nojalla

n n+1
S (In(k)) f In(x) dx
1

n1=ek=1 <o —p (+1)In(n+1) = (n+1)=(1x¥In(1)=1))

=g (n+1)In(n+l)-n_¢

+1
In(m+D) (1) el [n+1]n+1 .
= =e , Mmistd seuraa vaite.

n en+1 e

e

e

CASIO.



