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FI - Matematiikka, pitka oppimaara

20.3.2024

Koe koostuu 13 tehtdvasta, joista vastataan kymmeneen. Tehtdvat on jaettu kolmeen osaan. A-osassa on nelja
kaikille pakollista tehtavaa. B1-osassa on viisi tehtdvaa, joista vastataan kolmeen. B2-osassa on nelja tehtavaa, joista
vastataan kolmeen. Kaikki tehtavat arvostellaan pistein 0-12, joten kokeen maksimipistemaara on 120.

A-osassa saat kayttaa koejarjestelmassa olevaa taulukkokirjaa ja perusohjelmia. A-osa palautetaan tehtavan 4
jalkeen olevalla painikkeella. Taman jalkeen A-osan vastauksia ei voi enaa muokata. A-osan palauttamisen jalkeen
kaikki koejarjestelman ohjelmat ovat kaytettavissasi. Voit vastata B-osien tehtaviin myos ennen A-osan palauttamista.

Useimmissa tehtavissa kaikkien osatehtavien vastaukset kirjoitetaan samaan vastauskenttaan. Jaottele vastauksesi
osatehtdvien mukaisesti. Halutessasi voit tuottaa vastausten tueksi piirroksia, kaavioita tai taulukoita ja liittaa niista
kuvakaappauksen mihin tahansa tekstivastaukseen.

Ala jata mitaan merkintoja sellaisen tehtivan vastaukselle varattuun tilaan, jota et halua jattaa arvosteltavaksi.

1. Kulmanmetsastys 12p.
Maarita kuviin merkityt tuntemattomat kulmat asteen tarkkuudella.

Kirjoita taman tehtavan vastauskenttiin pelkat laskujen lopputulokset ilman valivaiheita ja perusteluja. Jokaisen kohdan
vastaus on kokonaisluku.

1.1 Maaritd kulma o' 2 p.

« = | 60 | astetta

1.2 M3éarité kulma . 2 p.

8 =25 astetta
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2.3 Maarita kulma 7. 2 p.

78°

7y =|51 | astetta

2.4 Maarita kulma 8. 2 p.

137°

2.5 Médrita kulma e. 2 p.

4 =47 | astetta

€ =| 24 | astetta

2.6 Maaritd kulma . 2 p.

( = |62 |astetta
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2. Polynomi 12 p.

Kirjoita taman tehtdvan vastauskenttiin pelkat laskujen lopputulokset ilman valivaiheita ja perusteluja. Jokaisen kohdan
vastaus on kokonaisluku.

1. Laske polynomin p(x) = 122% + 4z arvo kohdassa z = 2.

104 |3P

2. Laske polynomin p(z) = 1223 + 4z derivaatan arvo kohdassa z = 1.

40 3P

2
3. Laske maaratty integraali f (122° + 4z) dz.
1

51 3p.

4. Maérita neljdnnen asteen termin kerroin polynomissa (129:3 + 43:)2.

96 3p.

3. Itseisarvoyhtaloita 12 p.
Ratkaise algebrallisesti tai geometrisesti seuraavat yhtalot.
1.ly+3|=|y+35|(6p)

2. |z|+ [z —5="T.(6p)

1. y+3=+(y+5)<3=5 (ei mahd.)Vy=—4

2. ||+ |x—5|=7<|z—5|=7—|z| Saadaanehto 7—|z|>0eli —7 <z <7 japuoletvoidaan nelidida.

: 12 .
x? — 10z + 25 =49 — 14|z| + 27 & 14|2| = 24 + 10z  Saadaan toinen ehto 24 + 10z > 0 & z > -5 puolet

voidaan neliidd uudelleen.
1962% = 576 + 480z 4+ 1002 < 962 — 4802 — 576 =0 =2 —52—6=0< (x+1)(z —6) =0

< ap=-—1Az=6 Molemmat vastaukset toteuttavat molemmat ehdot.

4. Laskuvarjohyppaaja 12 p.
Mallinnetaan laskuvarjohyppadjan putoamisnopeutta funktiolla
e/t —1
u(t) = 80 ————,
et/t +1
kun aikaa t mitataan sekunneissa hyppayshetkesta ¢ = 0 alkaen ja nopeuden yksikké on metria sekunnissa.
Johda derivaattakaava
t/4
el —1
D (8In(et* +1) —t) = ———.
( ( ) ) etld +1

Maarita hyppadjan ensimmadisen 20 sekunnin aikana putoama matka, joka saadaan integraalista

h = /0 ® o) dt.

CASIO. 3
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Derivoidaan funktio: D(Sln(e% +1) —t) —8( dE1 ) -%e% 1= : _ e: —1  joten
et +1 ed +1 et +1

derivointikaava on todistettu laskemalla.
20 20 .
h= / v(t)dt = 80/ (sm(ez + 1) —t) =80 (8In(e” +1) — 20— (8In(e’ + 1) —0))
0

= 1160,683627... =~ 1200 metria.
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B1-0sa

@ Vastaa kolmeen tehtavaan.

5. Lampétilaruudukko 12 p.

Aineisto

5.A Taulukko: Lampétiloja

Lampotilajakaumaa voidaan mallintaa ruudukolla, jossa ruudussa oleva luku on kyseisen ruudun I[ampédtila celsiusasteina.
Lampétilat noudattavat seuraavaa keskiarvoperiaatetta: jokaisen ruudun Idmpaétila on neljan naapuriruudun lampétilan
keskiarvo. Ruudut ovat naapuriruutuja, jos niilla on yhteinen sivu.

Tassa tehtavassa tutkitaan taulukon 5.A tilannetta. Siina esimerkiksi lampotila 15 toteuttaa keskiarvoperiaatteen mukaisen
yhtdlén

0+10+20+30

15.
4

Muodosta ruudukon tuntemattomille Iampétiloille  ja y keskiarvoperiaatteen mukaiset yhtalot ja ratkaise ne.

5.A Taulukko: Lampétiloja

6 10 20 40 60 68
0 15 30 = 1y 80
12120 30 50|70 |75

Lahde: YTL.

Lampétilojen keskiarvoille saadaan 3 wyhtaloa, joiden pitad toteutua wht’aikaa:

30+40+50+y _
4 =X

x+60+70+80 _
T ey

15+20+30+x =30
4 X,y
No Solution

Vastaus: Yhtaloryhmalla ei ole ratkaisua, joten lampétiloja x ja ¥ ei voida maarittaa.
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6. Piste hukassa 12 p.

Tason pisteen C' etdisyys pisteestd A = (5,4) on /20 ja etaisyys pisteestd B = (8, —2) on 1/65. Lisaksi pisteen C etéisyys
pisteen B3 kautta kulkevasta, vektorin 5 4 -+ 2 j suuntaisesta suorasta s on alle 7. Maarita pisteen C' koordinaatit seka pisteen

(' tarkka etdisyys suorasta s.

Kyvsessd on jompikumpi ympyréiden (x=5) 24 (v—-4) 2=20 ja (x—8) 2+(y+2) 2=65 leikkauspisteista.
Ratkaistaan aluksi leikkauspisteet vhtdlSparin avulla:

(x=5) 2+ (y-4) 2=20

(x-8) 2+(y+2) 2=65|4

{{x=1,¥=2}, {x=9,¥=61}}

Lasketaan pisteiden etaisyydet suorasta s. Suora s voidaan esittdd normaalimuodossa —2x+5y+d=0, jossa d
saadaan sijoittamalla suoran tunnettu piste (8,-2) vyhtaléon:
solve (—2x+5y+d=0,d) | x=8 and y=-2

{d=26}
Pisteiden etidisyyvdet suorasta saadaan suoraan kaavan avulla:
|—2%1+5%2+28|
V524(-2)2
3429
29
|-2%9+5%6+26|
V524(-2)2
38+ 29
29
Naistd vain ensimmainen toteuttaa etidisyysehdon, joten kysytty piste on (1,2) ja sen etdisyys suorasta s
I 34v 29
29 ¢

7. Scrabble 12 p.

Englanninkielisessa Scrabble-pelissa pussissa on 100 laattaa, joista 2 on tyhjda, 56 konsonanttilaattaa ja 42 vokaalilaattaa.
Vokaalilaatoista yhdeksassa on A-kirjain. Pelaaja nostaa pussista 7 laattaa palauttamatta niita takaisin pussiin.

1. Milla todennakoisyydella ainakin yhdessa pelaajan nostamista laatoista on A-kirjain? (6 p.)

2. Milla todennakéisyydella ainakin yhdessa pelaajan nostamista laatoista on A-kirjain silloin, kun tiedetaan pelaajan

nostaneen kolme vokaalia? (6 p.)

1. Todennadkdisyys on helpompi laskea wvastatapahtuman awvulla. P(™ainakin vhdesta 7 laatasta on
A=kirjain”)=1-P ("vhdessdakaan 7 laatasta ei ole A-kirjainta”)=
91 _90_89_ 88 87 _86_85

1-700*99 %98 *97* 06 ¥ 95 94
0. 4943645512

Vastaus: Ainakin vhdessa laatassa on A-kirjain todennakéisyydella noin 0, 49.

2. Kuten kohdassa 1., kévtetddn komplementtitapahtumaa. P(”ainakin yhdestd 7 laatasta on A-kirjain,
kun pelaajan laatoista kolmessa on vokaali”)=1-P(vhdessiakdan 7 laatasta ei ole A-kirjainta, kun pelaajan
laatoista kolmessa on wvokaali”)=1-P(”vksikiin 7 nostetusta kolmesta wokaalilaatasta ei ole A-kirjain”)=

33_.32_31
1=2*41 %40

0.524738676
Vastaus: Ainakin vhdessa laatoista on A-kirjain, kun kolmen seitsemisti laatasta tiedetasin olevan

vokaali, tapahtuu todenndkéisyydellda noin 0,52.
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8. Taivaanmekaniikka 12 p.

Aineisto

8.A Video: Maapallon akseli

Maapallo pyorii akselinsa ympari. Akselin ja Maan kiertoradan tason (eli ratatason) normaalin valisen kulman suuruus on
23,5 astetta, ja akselin suunta pysyy samana Maan kiertdessa Aurinkoa. Akselin asento on sellainen, etta pohjoisnapa on
kesapaivanseisauksena lahimpana Aurinkoa ja talvipaivanseisauksena kauimpana siita. Videossa 8.A on havainnollistettu
tilannetta.

Maarita Maan akselin ja Auringosta Maahan kulkevan sateen vdlinen kulma kuukausi kesapaivanseisauksen jalkeen.
Maapallon kiertorata oletetaan tassa ympyraksi.

Asetetaan maan kiertorata xy—tason yksikktovmpyraksi ja maan sijainti koordinaatistossa
kesdpaivanseisauksen aikana on (-1, 0,0), jolloin se vastaa parhaiten videon esitvstda. Koska mitataan
kulmia, ei mittakaavalla ole wvilia. Nyt maan akselin kautta kulkeva suuntavektori on

1
g:=|0
tan{(B6.5" )
1
0
(1)
Kuukaudessa maa kiertaa 11—2—osan koko Kkierroksesta 360° eli 30°. Maan sijainti kesapaivanseisauksena
- . T - - o . o —_ _ﬁ ]- 1=
on vksikkoympyrialla pisteessd (cos(210°),sin(210°))=( 5 T3 ), silla
cos(210°)
-3
2
sin{210°)
_1
2
Asetetaan wvektorit alkamaan maasta, jotta niiden wilinen kulma wvoidaan laskea. Origossa sijaitsevaan
auringoon maasta piirretty vektori on
V3
2
w=|1
2
0
V3
2
1
2
0

Naiden vektorien vilinen kulma on noin
angle(s, u)

69.79825245
Vastaus: Kulma on noin 69, 8°.

CASIO ’
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9. Kaantyva, muttei monotoninen 12 p.

Anna esimerkki funktiosta f : A — B, jolla on kdanteisfunktio, mutta joka ei ole monotoninen. Muista kertoa, mitka ovat
funktiosi maarittelyjoukko A ja arvojoukko B,

Valitaan aidosti kasvava funktio f{x)=x, mutta maaritelladn vksi sen pisteistd pois suoralta, esim.

X, 05)((%
f( % )=1. Tallgin valilla [0, 1] maaritelty funktio g(x)=411, X=% ei ole endd monotoninen, mutta silla
X, % {x=%1

on kainteisfunktio. Funktio g(x) saa kaikki arvot valilta [0, 1]

Miksi funktio g(x) ei ole monotoninen? g(0)=0<g(%)=1, g(%)=1>g(%)=% ja g(%)=%<g(1)=1.
1
x, 05x< 5
Miksi funktiolle g(x) lévtyy kadnteisfunktio? Funktio h(x)= %,x=1 on sen funktion g(x)
X, %<x51

kaénteisfunktio, silla valilla [0, 1] sen maérittelyjoukko on funktio g(x) arvojoukko [0,1] ja sen
arvojoukko [0, 1] on funktion g(x) maarittelyjoukko [0,1]. g(h(x))=x kaikille maarittelyjoukon alkioille
ja hi{g(x)) samoin. Funktioiden g{(x) ja h{x) kuvaajat ovat symmetriset suoran ¥=x suhteen.

Bl
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B2-0sa

@ Vastaa kolmeen tehtavaan.

10. Tekoaly ja lukuteorian ihmeet 12 p.

Aineisto

10.A Teksti: Lainaus tekodlylta

Alkulukua ¢ kutsutaan alkulukukaksoseksi, jos myos g + 2 tai ¢ — 2 on alkuluku. Tekoalylta kysyttiin, kuinka monta
alkulukukaksosta on olemassa, ja sen vastaus on tekstissa 10.A. Vastaa aineiston pohjalta seuraaviin osatehtaviin.

1. Anna esimerkki alkuluvusta, joka ei ole alkulukukaksonen. (3 p.)
2. Onko tekoalyn alkulukukaksosen maaritelma yhtapitava tehtdvan maaritelman kanssa? (3 p.)

3. Onko tekoalyn perustelu alkulukukaksosten lukumaéaran darettdmyydelle matemaattisesti pateva? (6 p.)

10.A Teksti: Lainaus tekoalylta
Kéyttdjan syottdma kysymys: Kuinka monta alkulukukaksosta on olemassa?

Tekodlyn vastaus: Alkulukukaksonen on alkuluku, jolla on vain yksi positiviinen kokonaisluku sen ja jonkin toisen alkuluvun
valissa. Esimerkiksi luvut 3 ja 5 ovat alkulukukaksosia, silla ne ovat molemmat alkulukuja ja niiden valissé on vain yksi
positiivinen kokonaisluku (luku 4). Alkulukukaksosten maaraa ei tiedeta tarkasti, mutta niitd uskotaan olevan darettdman
paljon. Tama johtuu siitd, ettd on olemassa darettéman paljon alkulukuja ja minka tahansa kahden alkuluvun valissa on aina
vahintaan yksi positiivinen kokonaisluku, joka erottaa ne. Siksi minka tahansa kahden alkuluvun valissa on ainakin yksi
alkulukukaksospari.

Lahde: ChatGPT. chat.openai.com. Viitattu: 5.12.2022. Muokkaus: YTL.

1. Esim. alkuluku 97 ei ole alkulukukaksonen, sillda 97-2=95=50%19 ja 97+2=99=11*32.

2. Maaritelma on vhtapitava tehtavan maaritelman kanssa, silla alkuluvut owvat positiivisia kokonaislukuja
ja niiden valissa saa olla vain wvksi positiivinen kokonaisluku eli lukujen valinen etdisyys on kaksi.

3. Perustelu ontuu jo esimerkiksi alkulukujen 2 ja 3 kohdalla. Niiden viilissid ei ole yvhtain positiivista
kokonaislukua, joka erottaisi ne. Samoin alkulukujen 89 ja 97 vilissd ei ole yhtddn alkulukukaksosparia,

vaikka ne ovat periakkaiset alkuluvut.

COMPUTER SOFTWARE

Get Started To activate:

You can use the software for free with the 90-day trial version Activation Guide >

Select your 05 Issue License Code from Claim Code
Mac >

Member Login >
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11. Brownin liike (12 p.

Vuonna 1827 kasvitieteilija Robert Brown tutki mikroskoopilla, miten siitepdlyhiukkanen liikkkuu nykien vedessd. Brownin koe
viittasi molekyylien olemassaoloon, ja silla oli siten tarkea rooli atomiteorian historiassa.

Tutkitaan yksinkertaistettua Brownin liiketta. Hiukkasen liike tasossa alkaa origosta. Tasaisin valiajoin hiukkanen liikkuu yhden
yksikén verran joko yl&s, alas, oikealle tai vasemmalle. Jokaisen suunnan todennakdisyys on il Esimerkiksi ensimmaisen
askeleen jilkeen mahdolliset sijainnit ovat (0, 1), (0, —1), (1,0} ja (—1,0).

Tutkitaan hiukkasen sijaintia neljan askeleen jalkeen. Kutsutaan tdtd padtepisteeksi.

Maarita padtepisteen kaikki mahdolliset z-koordinaatit seka niiden todennakdisyydet.

Kaikki mahdolliset x-koordinaatin arvot ovat -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3 ja 4. Merkitadn askelta
oikealle o, vasemmalle v, ¥los v ja alas a.

Tapaus x=4: Askeleet padtya koordinaattiin x=4 liikkumalla vain x—akselin suunnassa ovat “oooo”. Sen

4
- 1y%_ 1 I 1 . _ . . __
todenndkdisyys on [—4] =256 " Sama todenndkoisyys 256 patee x—koordinaatille x=—4.

Tapaus x=3: Neljan askeleen paissi origosta olevat pisteet, joissa x=3, ovat (3,1) ja (3,-1).
Todennakoisyys paatya naihin pisteisiin, on pisteeseen johtavien eri reittien todenndkéisyvyksien summa ja
eri reitit ovat yhtd todenndkoisia.

Pisteeseen (3, 1) paastdan neljaa eri reittia neljalla askeleella liikkumalla ”oooy”, ”ooyo”, "ovoo” tai

3
"voo0”. Todenndkoisyys paiatya pisteeseen (3,1) on siis { ] [ ] [—] [%] [%] . Sama padtee
{l

pisteeseen (3,-1), joten todennikéisyys paatva x—koordinaattiin x=3 on [—] 4] 31—2 Vastaava

todennékdisyys pitee symmetrian vuoksi myos niihin mahdollisiin pisteisiin, joissa x=-3.

Tapaus x=2: Neljan askeleen pa#issi origosta olevat pisteet, joissa x=2, ovat (2,0), (2,2) ja
(2,-2). Pisteeseen (2,0) paadstdan askelilla x—akselia pitkin "vooo”, “ovoo”, “oovo”, “ooov” ja
poikkeamalla x—akselilta "vaoo”, “avoo”, “owvao”, “oavo”, “oova”, ”ooay”, “voao”, “wvooa”, “ovoa”,

4
"aooy¥”, “aoyo”, "oaoy”. Pisteeseen (2, 0) paatymisen todennakdisvys on siis 16*[%] . Pisteeseen

(2, 2) paastaan askelilla "ooyy”, “ovoy”, “ovyvo”, “voov”, “vovo” ja "yvoo”. Todennakéisyys paatyva

4
pisteeseen (2,2) on 6*[%] ja sama todenndkoisyys patee pisteelle (2,-2). Todenndkdisyys paitya

| 4 4
pisteeseen, jossa x=2, on 16*{%] +6*[%] +6*[%] =%. Vastaava todennakdisyys patee symmetrian

vuoksi myos pisteisiin, joissa x=—2.

10 CASIO




Pitka matematiikka, kevat 2024

Tapaus x=1: Tehtavin ehdoilla saavutettavat pisteet ovat (1,1), (1,3), (1,-1) ja (1,-3). Pisteisiin

(1,1) ja (1,-1) on vhta todenndkéistd paatva. Eri reitteja pisteeseen (1,1) ovat “ovvo”, "ovoy”,
”any”, Oyya”, uoyovu’ ”Oyay”, uoyvou’ "OOVY", ”OOYV”, ”VYOO”, ”VOYO”, ”VOOY", uaoyyu’ uayyou’
layoyll’ l!yayoll' llyaoyll, llyvooll’ !lyyaoll’ llyyoall’ llyovoll’ llyoayll’ llyoyall’ llyoov!l ja naiden reittien

4
vhteenlaskettu todennikéisvys on 24*[%] . Sama todennakdisvyvs patee pisteelle (1,-1).

Pisteeseen (1, 3) pﬁﬁstﬁﬁn kulkemalla “oyyy”, "vyyvo”, “vvoy¥” ja “vovy”. Todenndkoisyys paatya tahan
pisteeseen on 4*[ 4] ja sama patee pisteelle (1,-3). Todenndkéisvys paiatya koordinaatilla x=1 olevaan

1 4 114 11747
pisteeseen on 24*[—] +24*{ ] +4*[E] +4*[E] =35- Sama todennakbisyys on paatyvad koordinaattiin

x=—1.

Tapaus x=0: Pisteet ovat (0,0), (0,2), (0,-2), (0,4) ja (0,—-4). Origoon paadytaan askelilla

”OOVV” , ”OVOV” . ”OVVO” . ”VVOO” , ”VOVO” , ”VOOV” , ”yyaa” , l!yayau , llyaayu . uaayyu . uayayu .
“ayya” , ”Voya" . "Voay” . l!yavou , !!yaovu , ”yvoa“ , l!yovall , ”Ovay" , llovyal! . uayvou . ”ayov” ,
”Vyoa” , ”Vyao” . "yvao n . "Yoav n , ”Oyva” , "OaV)’” , n OyaV" , "anV" , "aO}’V" . "Vaoy” . ”Vayo n ,

|
"avyvo”, "avoy”, "aovy”. Reitin todennikbisvyksien summa on 32*{%] . Pisteeseen (0, 2) johtaa reitit

”yyya” . ”yyay” , ”yayy” , uayyyu , ”Voyy” , uovyyu . !!yvoy ” , ”YOV)’” , ” yyvou , ”YYOV” . uvyyo ” ,

4
"vyvov”, “wvvvo”, Yovyv”, "owvvy”, "voyv”. Reitin todennidkéisvyvksien summa on 16*[%] ja sama

4
patee reitille (0,-2). Pisteeseen (0, 4) péadstadn kulkemalla "yyyy” ja reitin todenndkéisyvs on [—] .

joka on myds pisteen (0,-4) todenndkdisyvs. Todenndkdisyys paatyd koordinaatilla x=0 olevaan pisteeseen

4 4 4
1 1 114 35
on 36*{1] +2*18*{E] +2*{E] ——128.

12. Potensseja aritmeettisissa lukujonoissa 12 p.

1. Olkoon k > ( kokonaisluku. Osoita, ettd jos padttymatoén kasvava aritmeettinen lukujono sisaltaa luvut k? ja kg, niin se
sisaltas luvun k. (6 p.)

2. Osoita, etta jos TQ, 3 ja rd sisaltyvat aritmeettiseen lukujonoon, niin 7 on rationaaliluku. (6 p.)

1. Aritmeettisessa lukujonossa perakkiisten jasenten erotus d on vakio. Jonon lukujen k3 ja k2 erotus
on k3—k2=k2(k—1)=m*d. Nyt lukujen k2 ja k3 erotus k4—k3=k*k2(k—1)=k*m*d, joten lukujonossa on
jossain kohtaa luku k4.

2. Edellisen kohdan merkinndéilla, on olemassa erisuuret kokonaisluvut p ja q, Jjoille r3—r2—p*d ja

4_.3
4_.3_ . - _r(r -T ) _I'—r¥ _qkd_p - . .
r=rY=q#d. Luku r voidaan esittdd muodossa r 3 3 3 2 pxd q' missd p ja q ovat erisuuret

r--r r--=r

kokonaisluvut. Niinpd r on rationaaliluku.
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13. Raja-arvo 12 p.

Ohjelmiston mukaan

. 1 sin x 1
lim | — — = —.
r—0 \ 12 73 6
Perustele tama tulos seuraavien valivaiheiden avulla.

1
[i] Osoita, ettd  — sin x — grg <0,kun0 <z <1.

1 1 -
[ii] Osoita, ettd & — sinx — —x° + ——a° > 0, kun0 <z < 1.

6 120
liii] Osoit 8 sz® — S < g —sing < 2o kun0 <@ < 1
iii] Osoita, ettd —x° — —z° <z —sinz < —z”, kun0 < z < 1.
6 120 6
. a = 1 3 5 . 1 3
[iv] Osoita, ettd —x° — —x” >z —sinz > —z°, kun —1 <z < 0.
6 120 6

1
[v] Perustele ndiden epayhtaldiden avulla, ettd raja-arvo on r

Valivaiheita voi perustella toisistaan rilppumattomasti. Esimerkiksi vaiheen [iv] osapisteet saa osoittamalla, ettd se seuraa
vaiheesta [iii], rilppumatta siita, onko vaihe [iii] todistettu. Sama patee muihinkin vaiheisiin.

[i] Tutkitaan funktiota

define f(x)=x—sin(x) —%XS | 0=x=1

done
Koska
d
o (f(x))
—(x2+2-cos (x)-2)
2
ja
d [ —(x2+2-cos(x)-2)
dx 2
sin(x)—x

fmax(sin{x)-x) | 0£x=£1

{MaxValue=0, x=0}
on toinen derivaatta korkeintaan 0. Taten ensimméinen derivaatta on v3henevd funktio ja saa suurimman
arvonsa valin alkupisteessda x=0. Koska

—(x2+2-cos(x)—2)

B |x=0
0
on ensimméinen derivaatta negatiivinen tai nolla. Taten funktio f(x) on wvdhenevad funktio ja saa
suurimman arvonsa valin alkupisteessda x=0:
f(x)Ix=0
0

Niinpd f{x)=0 koko walilla [0, 1] eli X—SiH(X)—%X3E0.
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[ii] Tutkitaan funktiota

. e 1.3, 1 5
define g(x)=x-sin(x) 6% +—120X | 0=x=1

done
Koska

d
ix (8(x))

x1-12:x2-24.cos (x)+24
24

ja
i[x4—12-xz—24-cos(x)+24]

X3+6-sin(x)—6-X
6

simplify (ans)
X7 o —
6 +sin(x)—x

niin huomataan, ettd g’ (x)=-f(x). Taten g’ (x) on kasvava funktio ja saa pienimman arvonsa valin
alkupisteessi x=0:

x3
?+sm (x)—x|x=0

0
Niinpd g (x) on epanegatiivinen funktio, joten g’(x) on kasvava funktio ja saa sekin pienimman arvonsa
vilin alkupisteessa:
x4—12-x2—%i-cos(x)+24 Ix=0

0
Koska funktion g'(x) pienin arvo on 0, on g'(x)20 ja funktio g(x) kasvava funktio. Kasvavan funktion
pienin arvo saadaan valin alkupisteessa:
g(x)|x=0

0
Koska funktio g(x)20 eli x-sin(x)—gx3+735x°20 valilla [0,11, on vaite [ii] todistettu.

3 ja kohdasta [ii] saadaan l)( 3 —LX 5 =x=xin(x). Yhdistamalla

. . 1
[iii] Kohdasta [i] saadaan x-sin(x)= 6 X 6 120

nama tulokset seuraa wvaite.

[iv] Funktiot f(x) ja g(x) ovat parittomia. Kun siirrytddn negatiivisille muuttujan arvoille, kaantyvat
epavhtilémerkit eli kohdan [iii] nojalla viite patee.

[v] Jaetaan kohdan [iii] epayhtdld monomilla X3>0 valilla 10,11, jolloin saadaan

2 . 2
1 x 1 sin(x) 1 " 1 x 1 . .
5 120$X2 XS sG . Kun x>0, niin alaraja 5 —20_)6’ joten vaitteen lausekkeen raja—arvo jaa
puristuksiin kahden % valiin. Nain ollen myoskin lim %—%]=%
x>0 \x b4
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n
fosin(x)dx aHHy=180.00
2 - Angle
ZABC@) 55.34°|
ZACB®) 4455
i
e +1 ZBACH) 80.11°
0
~ Expression |
a+B+y E
180.00
1
K Geometria
Kaavojen syotto erilaisten Laskutoimitusten suorittamiseen Muotoja voi pilrtas helposti systtamalls ne kisin kirjoitettuna tal numeroarvoina
astauksia ja tehtiessd i Kaavat ja lauseet voi tarkistaa visuaalisesti siirtamalla muotoja, miki tehostaa tiedon ymmartamisti ja sailymista
€ 8 9
> 6 0 -
st -
.
X+ (y-p)i=9
t-
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x Al
v bizs
reaxen
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* Dios
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Kuvaajat Tilastot
Monenlaisia kuvaaiia voi piirtaa systtamalla ne kisin kirjoitettuna tai kaavoina Tilastolliset laskut ja tilastolliset kuvaajat voi nyttia sydttamalla numeroarvot
Kaavat ja lauseet voi tarkistaa visuaalisesti siirtamall3 kuvasjia, mik tehostaa tiedon ymmértamists ja sailymists Monimutkaiset kaaviot voi piirta3 helposti, miki vshents4 taululle Kirjoitukseen kuluvaa aikaa ja tehostaa luokkien toimintaa
&6l
2 P I 10
simplify (x” - 12x + 32 : :
3 B -
(x-4)-(x-8) :
o
U 2838
T =R *
d T b w s
expan Xty P
3 3 2 2
b i b a2 1 S i b
d. (-8 2
X —3x‘—9x+1
dx
2
3:x*-6-x-9
@ BB L T
Tietokonealgebrajirjestelma (CAS) Edistynyt tilastolaskenta
CAS on ohjelmisto symboliseen laskentaan. Gytettivissi on edistyneits intoja, kuten testi, intervalli, jakauma ja kianteinen regressio
Simple Interest Day Count
Days. 730 d 2022/10/25
™ s a2 20241024
3000 42 = d1+Days
Math
-
Interactive
hia ” abe
+inerest
Handwriting
Talouslaskelmat Kisinkirjoituksen tunnistus
Erilaisia talouslaskelmia voidaan tehda Kaavoja ja funktioita voi kirjoittaa Kasin
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