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FI - Matematiikka, pitka oppimaara

22.3.2023

Koe koostuu 13 tehtavasta, joista vastataan kymmeneen. Tehtdvat on jaettu kolmeen osaan. A-osassa on nelja
kaikille pakollista tehtavad. B1-osassa on viisi tehtdvaa, joista vastataan kolmeen. B2-osassa on nelja tehtavaa, joista
vastataan kolmeen. Kaikki tehtdvat arvostellaan pistein 0-12, joten kokeen maksimipistemaara on 120.

A-osassa saat kayttaa koejarjestelmassa olevaa taulukkokirjaa ja perusohjelmia. A-osa palautetaan tehtavan 4
jalkeen olevalla painikkeella. Tamadn jalkeen A-osan vastauksia ei voi enaa muokata. A-osan palauttamisen jalkeen
kaikki koejarjestelman ohjelmat ovat kaytettavissasi. Voit vastata B-osien tehtdviin myds ennen A-osan palauttamista.

Useimmissa tehtdvissa kaikkien osatehtdvien vastaukset kirjoitetaan samaan vastauskenttadn. Jaottele vastauksesi
osatehtavien mukaisesti. Halutessasi voit tuottaa vastausten tueksi piirroksia, kaavioita tai taulukoita ja liittad niista
kuvakaappauksen mihin tahansa tekstivastaukseen.

Al3 jat3 mitdan merkintdja sellaisen tehtdvian vastaukselle varattuun tilaan, jota et halua jattia arvosteltavaksi.

1. Monivalintatehtava 12 p.

Valitse oikea vaihtoehto. Vastauksia ei tarvitse perustella. Oikea vastaus 2 p., vaara vastaus 0 p., ei vastausta 0 p.

1.1 Mittayksikot ' 2 p.

Kuinka monta millimetria on yksi kilometri?

1.2 Lierid 2 p.

Lieri6, jonka pohja on monikulmio, on nimeltadn| sarmié

1.3 Kosinilause ' 2 p.

Suorakulmaisessa kolmiaossa kosinilause on sama kuin[ Pythagoraan lause \v]

1.4 Kulmakerroin ' 2 p.

Tason suoran y = ax + b kulmakerroin on aina yhta suuri kuin suoran
[ yhtalosta muodostetun funktion f(x) = ax + b derivaatan arvo [V

1.5 Pistetulo ' 2 p.

Kahden vektorin pistetulo on aina

1.6 Leikkauspisteet ' 2 p.

Ympyralla ja paraabelilla on tasossa [ korkeintaan neljd leikkauspistetta |v]
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2. Yhdistely 12 p.

Aineisto

2.A  Kuva: Funktioiden kuvaajat

Alla on annettu 12 yhtal6a. Yhdeksaa niista vastaa jokin kuvassa 2.A annetuista kuvaajista. Yhdista kukin yhtalé sita
vastaavaan kuvaajaan tai merkitse, etta sellaista ei ole.

Valitse oikea vaihtoehto. Vastauksia ei tarvitse perustella. Oikea vastaus 1 p., vadra vastaus 0 p., ei vastausta 0 p.

. y=2" [Kuvaaja9 [v]'® i 2 .
2.y=a"Kwaajaz [v|™

—_

©

3.y =" [Ekwvasjaa [v]'? ¥ TS : AR B
4. y=a"+1 [Kuwaaja12 [v]'P H
5.y= (.’17 + 1)2 Ip. K-:vaajal i _‘Kuv:ajaZ : 2 Ku_:aajaS
6. y= 2" [Kuvagjas [v|'>
7.y = cosw [Kuvaaja7 [v]'P

8. y=sinz [Kuvaaja1 |v|'>

4 3

9.y =—2cosx + 2 [ Kuvaaja 10 [v]'P
10. y = — cos(2x) [Eikuvaajaa [v]'P Kuvaaja 4 Kuvaaja 5 Kuvaaja 6
1. y = 2sin(2z) [ Kuvaaja3 |v]'® $ s ;

12, y = 2sinx [ Eikuvaajaa |v]'"

1 \ 2

-1 0 1

-2 - -2 -1 0 1
Kuvaaja 7 Kuvaaja 8 Kuvaaja 9
4 4 4
3 Y 3
2
2 2

~

-3 - -1 0

Kuvaaja 10

2 - 1
1 2 3
-

Kuvaaja 11
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3. Ratakisko (12 p.

Aineisto
3.A Kuva: Ratakisko

Kymmenen metria pitka museoratakisko on vadantynyt lampodlaajenemisen vuoksi mutkalle, mutta sen paat ovat pysyneet
paikoillaan (katso liioiteltu kuva 3.A tilanteesta). Kiskon poikkeama sen alkuperdisesta sijainnista kohtisuoraan mitattuna on
muotoa

xz® — 1522 + 50z
1000 ’

flz) =

kun x on etaisyys kiskon alkupaasta. Missa kohdissa kiskon poikkeama sen alkuperaisestd asemasta on suurin? Maarita myos
suurin poikkeama. Muuttujan x ja poikkeaman yksikkona on metri.

e

—

Poikkeama on suurin paikallisissa ddriarvokohdissa. Koska  f' (z) = 0 < (3;1;2 — 302 + 50) =0

1
1000
30 +£10+/3

=54 5_‘/3 . Kohdat sijaitsevat n. 2,1 metrid kiskon paistd. Suurin poikkeama on symmetrian
6 3

vuoksi sama molemmissa pisteissé ’ f (5 + ?) ’ ~ 0,048 metrid.

4. Suoran etaisyys kahdesta pisteesta 12 p.

Ma&aritd kaikki suorat, joiden etaisyys pisteestd A = (—2,0) on 2 ja etaisyys pisteestd B = (3,0) on 3.

Suorien pitdd sivuta ympyroitd (x4 2)2 +1f =22 ja (x— 3)2 + 9 = 3%, Triviaali vastaus on y-akseli eli suora x=0,

silld ympyrit sivuavat toisiaan origossa ja niiden keskipisteet ovat x-akselilla. Lisiksi ehdot toteuttaa ympyrdiden yhteiset
tangentit, joita on kaksi.

Merkitiin x matkaa pisteesti  (—2,0) siihen pisteeseen, jossa ympyrdiden tangentit leikkaavat toisensa ja x-akselin.

Yhdenmuotoisista kolmioista saadaan 2 = i 5 < 31z = 2z + 10 < x = 10. Tangenttien leikkauspiste x-akselilla on
T T
siis  (—12,0).

Koska ympyrdiden keskipisteiden vili on 5 ja niiden siteiden erotus 1, saadaan suorakulmainen kolmio, jonka hypotenuusa

. . . I e - 1
on 5 ja toinen kateeteista 1. Téstd saadaan nousevan suoran suuntakulma & = tan™! | tan | ———— = —.
V5 —1? 216

1 1
Laskevan suoran suuntakulma on symmetrian vuoksi ———=. Suorat ovatsiis vy =+——(x+12).
Tt 26 24/6
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(x+2)%+y"=2 ]
B G-3)tyt=3 i
(-12,0) /](-2,0) /I(s.u) |‘

| .
m : \ -/ J [ x=0 W
\ y= 1 (x+12) B

V6
ym (4 +12) iz

2VE
Y. |

—

(Kuva: ClassPad.net. Ohjelma on peruskaytoltdaan (esim. kuvaajien piirtdminen) ilmainen ja loytyy
osoitteesta https://classpad.net/. Katso lisaa viimeiselta sivulta!)
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B1-0sa
@ Vastaa kolmeen tehtavaan. 16 3 2 13
5) 10 11 8
5. Taikanelio 12 p. —2 T
P 9 | L= | &2 |12
Aineisto =
5.A Kuva: Taikanelio 4 T y 1

Kuparikaiverrus Melankolia I (katso kuva 5.A) on saksalaisen Albrecht Durerin tunnetuimpia teoksia. Teos sisaltaa 4 x 4 -
taikanelion, jossa jokaisen vaaka- ja pystyrivin lukujen summa on 34. Alla olevassa ruudukossa nelja taikanelién ruutua on
esitetty kahden tuntemattoman luvun x ja y avulla. Kun luvut & ja y asetetaan perakkain, saadaan tuloksena teoksen
valmistumisvuosi. Ratkaise luvut x ja y ja kirjoita kyseesséa oleva vuosiluku.

Kahdesta keskimmaisesta pystyrivista saadaan yhtalopari:

w22 11043=34
v+XLi1142=34
LY
{x=15,v=14}
Voidaan viela tarkistaa alimmaisen vaakarivin paikkansapitavyys:
4+15+14+1
34

Kun luvut Kirjoitetaan perakkiin, saadaan vuosiluvuksi 1514.

6. Raketin nokkakartio 12 p.

Eraadn raketin kdrki, eli niin sanottu nokkakartio, saadaan, kun alaspdin aukeava paraabeli py6rahtda symmetria-akselinsa
ympari. Karjen korkeus on 4,5 metria, ja sen halkaisija pohjan tasolla on 3,3 metrid. Maarita karjen tilavuus.

Sijoitetaan paraabelin akseli v—akselille, jolloin paraabelin vhtaléd on muotoa y=ax2+c ja se
kulkee pisteiden (0;4,5) ja (1,65;0) kautta. Ratkaistaan parametrit a ja c:

0=ax1. 652+c
4, 5=a%02+c

a,c

fo8.0-8)

Paraabelin vhtald on siis y=-— %21 2+§. Kun tdma pyorahtdd akselinsa ympéri, syntyy

pyvoriahdyskappale vilille 0£v<4,5 ja sen tilavuus saadaan laskettua integraalin avulla. Koska
integroidaan v—akselin suunnassa, tarvitaan muuttujan v funktio:

solve (y——%xz g , X)

—11V=25+9 __11+V=2-v+9
x= 20 ' X 20

f‘l 5[11-%]

19.2442185

Raketin karjen tilavuus on n. 19, 21113

CASIO ®
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7. Vektoreiden summa 12 p.
Tarkastellaan vektoreita@ = i + 2 7 ja ¥ = sin(2¢)7 + cos(4¢)j, missa t > 0.
1. Maéarita vektorizw + o, kunt = 0, t = gja t=T.4p)
2. Mika tasokuvio muodostuu vektorin i + U karkipisteesta, kun ¢ saa arvot valilla :U, 7(]? Anna vastaus yhtalona
muodossa y = f(x). Ratkaisussa voi kayttaa esimerkiksi kaavaa cos(2z) = 1 — 2 sin? . (8 p.)

1. Ratkaistaan wvektorit annetuilla tn arvoilla:
ut+v=i+2 j+sin ( 2t ) *ki+cos (4t ) %) | t=0

u+v=i+3+j
ut+v=i+2j+sin (2t ) *ki+cos (4t ) *j| t=%
u+v=2++j
why=i+2 jsin (20) Kikcos (46)% | =0
utv=j

x=1+s5in(2t), 0%5t=n

Muockataan lauseketta
yv=2+cos(4t), 0=t<x

2. Parametrimuodossa kéyran piirtdda funktio {

trigonometristen sdantdjen mukaan:

y=2+cos (4t)=2+1-2 (sin(2t) ) 2=3-2 (x—1) 2=—2x 2 +4x+1=F (x) .

Parametrin t arvoilla 0£t£x on 0£2t£2x ja funktio sin(2t) saa kaikki arvot wvalilta
[-1,11. Siis x=1+sin{2t) arvot rajoittuvat wilille [0, 2]1. Vektorin u+v kérkipiste piirtaa

paraabelin kaaren osan, jota vastaa funktion y=—2x2+4x+1 kuvaaja, kun 0=£x=2.

x=1 +5sin(2¢)
y= 2+ cos(4t)
0 =1 =< 628

y=—2"+ Ay + 1

(Kuva: ClassPad.net)
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8. Polynomien vertailu 12 p.
1. Osoita induktiolla, ettd &° > k? + 4 kaikilla kokonaisluvuilla k > 2. (6 p.)
2. Osoita, ettd osatehtdvan 8.1 epayhtalé ei pade milladn kokonaisluvulla k < 0. (2 p.)

3. Osoita, ettd epayhtalo x> a? +4 patee kaikilla reaaliluvuilla = > 2. (4 p.)

1. Alkuaskel: Kun k=2, niin viite on 23 =8 = 22+4 = 8, miki on tosi.
Induktio—oletus: Jollekin k patee k3 > k2+4.

Induktiovaite: (k+1)3 2 (k+1)2+4,

Induktiovaitteen todistus: (k+1)5 = kS+3k2+3k+1 2 k2+4+3k2+3k+1 = 4k2+3k+1+4 2

4k2+2k+1+4 > 2k2+2k+1+4 = (k+1)2+4. Koska induktioviite on osoitettu oikeaksi
hyodyntamalla induktio—oletusta, on induktioperiaatteen nojalla myods alkuperainen vaite tosi.

2. Koska k2+1 on aina positiivinen ja k3 aina negatiivinen, kun k<0, ei vaite pade
negatiivisille kin arvoille.

3. Jos k3—k2—420 kaikille reaaliluvuille k, on wiite todistettu. DNMerkitain tatd funktiona
f(k), k on reaaliluku.
define f(k)=kS—k2-4
done

Lasketaan funktion pienin arvo annetulla wvililla:
fmin(f(k), k) [ k=2

{MinValue=0, k=2}
Koska pienin arvo on 0, patee vaite kaikille reaaliluvuille k=2.

ClassPad Managerin lataukset ja paivitykset 16ydat kansainvaliselta tukisivulta.

COMPUTER SOFTWARE

Get Started To activate:

You can use the software for free with the 90-day trial version Activation Guide >

Select your OS ~ ¢ ~ ~
? ssue License Code from Claim Code
Mac >

Member Login >

https://edu.casio.com/softwarelicense/index.php
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9. Integraalialgoritmi 12 p.

Aineisto 9.A Teksti: Integraali-pseudokoodi
9.A Teksti: Integraali-pseudokoodi integraali(a,b,n):

h = (b-a)/n

r==~0

toista arvoilla k = 1, 2, ...,
f = (a+k*h)r2 + 1
r=r+ f*h

palauta r

Tekstissa 9.A on esitetty pseudokoodilla kirjoitettu algoritmi.
1. Minké tuloksen algoritmi antaa, kuna = 0,b=1ljan = 52 (2 p.)

2. Tee taulukkolaskenta- tai ohjelmointitoteutus algoritmille, kuna = —1, b = | snge: y70
tapauksessa antaa? (4 p.)

3. Mitd integraalia algoritmi approksimoi? Selitd muuttujien @, b, n, h, 7, kja f roolit algoritmissa. (6 p.)

Algoritmi laskee

1.
Lae(2)%s(2) 2010 (2) 201 2) 21s(2))

5 5 5
1.44
2. Excelilld laskettuna taulukko nayttda talta
- S =(SAS2+F2*SDS2)A2+1
| 4 A B C D E F G H |
1 |a b n h f k r approksimaatio
2 | -1 2 1000 [],[]D3| 1,9940091 1 0,005982 6,004505
3 1,988036 2 0,005964
4 1,982081 3 0,005946
993 4964081 997 0,014892
999 4976036 998 0,014928
1000 4,988009 999 0,014964
1001 5 1000 0,015

missa kaavat ovat E-sarake: =(SA$2+F2*$DS$2)72+1 ja G-sarake: =E2*$DS$2 ja H2-solu: =SUMMA(G2:G1001).
Approksimaatioksi saadaan n. 6,0045045.

2
3. Kyvseessd on arvon laskeminen suorakaidesddnnolla integraalille f (x2+1)dx.
-1

Lausekkeen tarkka arvo on

2
f (x2+1)dx
-1

Muuttujien merkitvkset

a=integraalin alaraja

b=integraalin ylaraja

n=jakovalien lukumé&ara
h=jakovalin pituus

r=osasumman arvo suorakulmioille
k=laskuri jakovalin indeksille
f=integroitavan funktion arvo

’ CASIO




Pitkda matematiikka, kevat 2023

B2-0sa
aika 01 2 3 4 5|6
10. Positroniemissiotomografia 12 p. aktiivisuus 0 2,7 65 35 20 17 15
Aineisto Lahde: YTL.

10.A Taulukko: PET-kuvantamisen tulos

Positroniemissiotomografia (PET) on ladketieteellinen kuvantamismenetelma, jonka avulla voidaan mallintaa sisaelinten

v (a2
toimintaa. PET-kuvan avulla on mahdollista muodostaa aika-aktiivisuuskayra, joka on muotoa f(t) = g(t) + ue® Ca
missd u, v, w > 0 ja

0, kun £ < 0,
gt) =< art +b;, kun 0 <t <w,
ast + bs, kun t > w.

1. Taulukko 10.A sisaltaa eraan PET-kuvan mittausarvot ajan funktiona. Mittaus voidaan mallintaa funktion f avulla, kun
u = %} v=3w=2a0a = % by =0,a0 = —i ja by = 3. Piirra funktion f kuvaaja ja mittausarvot
koordinaatistoon. (4 p.)

2. Miten parametrit u, v ja w vaikuttavat funktion kuvaajaan? (4 p.)

3. Mitka ehdot parametrien w, a1, b1, as ja by tulee toteuttaa, jotta funktio f on jatkuva? (4 p.)

1. Maaritellddn funktio g(x), jossa on muuttuja x kuvaa aikaa:

0, x<0
gX D=Ex<2
define g(x)=14" =
—%X+3,X22
done
madritelladn sen avulla funktio f:
2
define f(X):g(X)+%*e3—(x—2)
done

ja piirretdan sen kuvaaja:

CASIO °
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(2,6.5171)

Aktiivisuus

=

y=f(x)

3,3.7278)

1,2.7278)

(4,2.0736)

g I (5,1.7505)
I (5,1.5)

Aika
(0,0.0736)

=1 [+ 2 3 5 [ 7 a ] 10 11 1T ——

2. Parametri u>0 esiintyy vain kerran funktion lausekkeessa. Se on positiivisen termin

—Csem) 2 . . . .
eV (x=w) kerroin. Kun u kasvaa, funktio arvot kasvavat eli kuvaaja muuttuu
korkeammaksi. Kun u pienenee, funktion arvot pienenewvat eli kuvaaja muuttuu

matalammalksi.

——w) 2 . e s
Koska parametri v>0 on positiivisen termin ueV (x-w) , u>0, eksponentin positiivinen

osa, niin funktion arvot kasvavat ja kuvaaja muuttuu korkeammaksi, kun v suurenee. Kun
v pienenee, funktion arvot pienenevadt ja sen kuvaaja muuttun matalammaksi.

—Csem) 2 .
Parametri w>0 esiintyy funktiossa kaksi kertaa: positiivisen termin ueY (x=w) eksponentin
sisalla ja paloittain maéaritellyn funktion g(x) lausekkeen vaihdon rajana. Kun w kasvaa,

niin funktion lauseketta wvaihdetaan myOdhemmin ja kun w pienenee, sitd vaihdetaan

w2
aikaisernmin., Samalla w maaritda termin ueV (x—w) arvoa. Koska (:u:—w)2 on luvun

nelitna positiivinen ja sitd suurempi mitd suurempi lukujen x ja w erotus on, niin —(x—w)2
on vastaavasti negatiivinen ja pienentdd lausekkeen arvoa. Lauseke ja samalla funktio saa
suurimman arvonsa, kun erotus on nolla eli x=w.

v 2
3. Vaikka w esiintyy funktiossa kahdessa eri roolissa, eksponenttifunktio eV (x-w)

aina jatkuva riippumatta parametrin w arvosta ja tdmé rooli ei aseta parametrille w ehtoja.

on

Paloittain méaritellyn funktion lausekkeiden pitdd toteuttaa jatkuvuuden ehdot
lausekkeenvaihdon kohdissa, silla polynomeina kaikki osat ovat jatkuvia. Samoin koko
funktio f on jatkuva, kunhan vain g on jatkuva.

Liitoskohdissa funktion raja—arvon tulee olla sama kuin funktion arvon kyseisessd pisteessd.
Saadaan ehdot

lim (0)= lim (a,x+b,)=0, josta b,=0.
x>0- x>0+

lim (a;x+b;)= lim (azx+bz) =aw+ba, josta a,w+0=aw+b: eli b.=a;w—aw={(a,—az)w.
XIwW— X>w+

10 CASIO



Pitka matematiikka, kevat 2023

11. Nopanheiton opetus 12 p.

1. Eeri haluaa valita kahdesta nopasta paremman. Han heittaa niita kerran ja valitsee nopan, joka antaa suuremman
tuloksen. Jos kumpikin noppa antaa saman tuloksen, han valitsee toisen nopista. Kummassakin tapauksessa Eeri heittaa
valitsemaansa noppaa uudestaan. Milla todennakoisyydella nopan tulos toisella heitolla on pienempi kuin
ensimmadisella heitolla? (9 p.)

2. Laajasti levinneen uutisen mukaan maailman kymmenen rikkaimman ihmisen omaisuus kaksinkertaistui
koronapandemian kahden ensimmaisen vuoden aikana. Vaite perustui ilmeisesti siihen, etta ajanjakson lopulla oli
laskettu kymmenen rikkaimman ihmisen omaisuuden arvo ja verrattu sitd heiddn omaisuuteensa kaksi vuotta
aikaisemmin. Tahan sisaltyy ajatusvirhe, joka tulee esiin myos Eerin nopanheitossa. Mika se on? (3 p.)

1. P({”Valitun nopan tulos 2. kierroksella on pienempi kuin 1. kierroksella™)

= P("Valittu noppa oli kuutonen ja heitetddn korkeintaan viitonen tai valittu noppa oli
viitonen ja heitetdadn korkeintaan nelonen tai... tai valittu noppa oli ykktnen ja heitetdan
korkeintdan 0™)

= P("Valittu noppa oli kuutonen ja heitetadin korkeintaan viitonen”)

+ P(”Valittu noppa oli viitonen ja heitetdén korkeintaan nelonen™)

+ P("Valittu noppa oli vkkonen ja heitetdin korkeintaan nolla™)=

125

21
2. Ongelma on siind, mihin verrataan. Eerin nopanheitossa verrataan jo aiemman tuloksen
perusteella valittuun noppaan eli tapahtumien wvalilld on riippuvuussuhde. Rikkaimpien
ihmisten osalla neutraaliin tulokseen pitaisi verrata 10 rikkaimman ihmisen omaisuuita kaksi
vuotta sitten ja nyt katsomatta henkildiden nimid ts. listattaisiin vain 10 rikkainta ja
laskettaisiin omaisuudet vhteen molempina vertailun ajan hetkind riippumatta siitd keitd
listalla on tai mikd heiddn sijoituksensa oli kaksi vuotta sitten.

12. Polynomikonstruktio 12 p.
Anna esimerkki polynomista P(a:), joka toteuttaa seuraavat ehdot:
Yhtdlslla P(x) = 1 on tdsmélleen kaksi erisuurta ratkaisua, ja yhtéldlla P(z) = —1 on ainakin nelj4 erisuurta ratkaisua.

Tdysien pisteiden arvoinen ratkaisu sisaltaa laskut, joista voidaan nahda, etta esimerkki toteuttaa vaaditut ehdot. Graafinen
perustelu tai yhtaldn ratkaisukaskyn kaytto eivat yksinadn riita taysiin pisteisiin.

Polynomin on oltava vihintdan 4. astetta, jotta se saa saman arvon 4 kertaa. Valitaan
P(x):in asteluvuksi 4 ja korkeimman asteen termin kerroin positiiviseksi. Nyt kuvaajan pitaa
kivda korkeudella —1 wahintdan nelja kertaa ja korkeudella 1 tasan kaksi kertaa.

Kavtetddn 4. asteen polynomin sovitusta pisteisiin (=2,1), (2,1),

(-1,5-1),(-1,-1,>,(¢1,-1) ja (1,5;-1), jotta nahddan polynomin kertoimien
suuruusluokka.

CASIO H
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& Tied. Muok Graaf Laske (%]
1] s [ac[ =] i) [e=] 5[] ] ] [igk ,’_[:
4, asteen regr
y=a-x*+b-13+cx2 +d-nte
a=0.3809524

b=-1g-14
c=-1.238095
d=0
e=-0.142857
rr=1

MSe = 4. 279e-24

¥ Linkki

A B C D E F G H I J
1 -2 I]a 0.38095
2 2 1|o -1g-14
3 -1.5 ~1fe —-1.2381
4 -1 -1|d 0
5 1 ~1e -0.1429
6 1.5 —1|r? 1
7 MSe 4. 38-24

Saadaan polynomi P{x)=0.3809524x 4—1 . 238095x 2 —0.142857, joka likiarvoisesti toteuttaa
annetut ehdot noin miljoonasosan tarkkuudella.

Muutetaan kertoimia hieman yksinkertaisemmiksi. Olkoon P(x)=0. 4)(4—1. 4)(2—0. 2, Jolloin
sen kuvaaja navttad toteuttavan annetut ehdot.

f(0.8481,-1)
....................................... I

= CASIO.
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Piirretdan polynomin P(x) kulkukaavio valille [-3,3]. Polynomin derivaatan merkit wvaihtuvat
"— | + | = | +” eli funktio "vihenee | kasvaa | vahenee | kasvaa” ja derivaatan
nollakohdat ovat “minimikohta | paikallinen maksimikohta | minimikohta”.

y1=0. 4.x74-1. 4-x72-0. 2

% -3 -1.3 0 1.32 3
-35. - 0+ 0 - 0+ 34.8
[F(x) 19.6 w -1.4 2 -0.2 w -1.4 A 19.6
§-x"3/5-14-x/5 B

Koska polynomi on jatkuva funktio, riittda kulkukaavion lisdksi laskea polynomin arvot
tutkittavien pisteiden laheisyvdessa:

Define P(x)=0.4x%-1.4x2-0.2
done
P({-2.1,-1.9,-1,0,1,1.9,2.1})
{1.40524,-0.04116,-1.2,-0.2,-1.2,-0.04116, 1. 40524}

P(x) vahenee aidosti valilla [-2.1;-1.9] ja P(—-2.1)<1<P{(-1.9), joten se saa arvon 1
kyseisella valillda tésmaélleen kerran. Vastaavasti, P(x) kasvaa aidosti vililla [1.9;2.1] ja
P(1.9)<1<P(2.1), joten se saa arvon 1 kyseiselld valilla tasmaélleen kerran. Kun lisdksi
ainoa paikallinen maksimiarvo P(0)<1, toteutun P(x)=1 tdsmalleen kaksi kertaa.

Koska P(x) kasvaa rajoitta pienilla ja suurilla xin arvoilla ja funktion pienin arvo
—1.425<-1 saadaan kahdessa eri pisteessia ja lisiksi funktion ainoa paikallinen maksimiarvo

=0.2>=1, toteutuu P(x)=—1 ainakin neljassa erisuuressa kohdassa.

CASIO.
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13. Integraalin ja raja-arvon jarjestyksen vaihto 12 p.

1—s .
Olkoon f(z,s) = m kun 0 < s < 1ja0 < =z < 1. Tarkastellaan vasemmanpuoleista raja-arvoa EIH'JOta

joskus merkitdan lim .
s—1

1
1. Méaarita g(xz) = lin% flz, s) kaikilla0 < x < 1,ja Iaske/ g(z)dz. (3 p.)
5— 0

1
2. Maarita sellainen g < 1, ettd f(xo, s) = f(1, s), jalaske [ f(zg,s)dz. (3p.)
Jxg
3. Osoita, ettd f(xz, s) > f(xg, s), kun & € [z, 1] ja 2y on masritetty osatehtavassé 13.2. (3 p.)

1 1
4. Osoita, etta f lim f(z,s)dr + lim[ f(z,8)dr. 3p.)
s—1 : s—1 0 : :

0

l-s o 1-1 _ 0
(14x2-gexx)?  (x2-2x+D2 (x-D?

=0, kun s=1- ja 0=x<1.

Koska kaikille 0£x<1 funktion g(x) raja—arvo on nolla, on myoskin wvastaavan valin integraalin arvo nolla. Siis,

1
f g(x)dx=0.
0

2. Ratkaistaan wvhtalosta xo:
1-s - 1-s

solve ( » Xo) [ %<1

2
(14x02-2s%x,) ©  (1+12-20%1)
0.5 0.5
{Xg=2°S—l, Xg=S—(52+2°S—3) y Xg=S+(52+2°S—3) }

0.5
Kun 0<s<1, niin lauseke (Sz+2-s—3) ei ole méaaritelty. Ainoa ratkaisu on x,=2+s-1.

1 1 1 l=s
f £ (%o, 8)dx= f f(zs—1,s)dx=f ~dx
2051 2051 251 (1+(2s~1) 2-2s%(25~1) )

1
=[ 0.25, _ 0.25,, 0.2

= = O x(25-1))=0. 5.
-

s—1

3. Funktion f(x,s) merkin ma#rittdd sen nimittaja, silla 1-s>0 vililld 0<s<1. Nimittdja on

(1+X2—25*X) *( 1+X2—25*X) eli kahden ylospdin avautuvan paraabelin tulo. Koska f(2s—-1,s)=f(1,s), niin
véalilla [25s—1,1]1 on kummankin paraabelin arvo on negatiivinen, joten niiden tulo ja koko funktio on
positiivinen. Valilla [2s—1, 1] funktion pienin arvo saadaan valin paatepisteissa, joten f(x,s)2f(2s-1,s).

1 1
4. Alussa maaritettiin f g(x)dx= f linll (f(x,8))dx=0. Kun vaihdetaan raja—arvon ja integraalin paikkaa,
0 0s>

saadaan lim
s>1

1 1
f f(x,s)dx ] 2 lim [ f fix,s)dx ] 2 lim [%] =% . Niinpd integraali raja—arvolausekkeesta ei ole
0 521 25—1 521

sama kuin raja—arvo integraalista.
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"
fo sin(x)dx aHpHy=18000
©]
2 w Angle
ZABC() 55.34°
ZACB®) uss.'j
e +1 ZBACH) 80.11° L"
0 (
i J
1 2 1 2 a+B+y
sin(fn') +cos(§1t) 180.00
1
Geometria

Kaavojen syt erilais i ittamis Muotoja voi piirtas helposti Kisin ki i

Kaavat ja lauseet voi tarkistaa vi ja, miki tehostaa tiedon ymmartimisti ja séilymista

: . . Two-Variable
e 1 + X ALAS ?
X+ (y-p)=9 N
’ L. 286 s
([ v-4 e
| Scater Pt ‘
| £ s |
o |
s
x CIcs
i
Frex 1 == A B ©
= 085260384648
o . .
| = : s
R
:
< m > 2
Kuvaajat Tilastot
/aajia voi piirtaa sybttamalla ne kasin kirjo tai kaavoina Tilastolliset laskut ja tilastolliset kuvaajat voi nayttaa syottamall numeroarvot
Kaavat ja lauseet voi tarkistaa ki jia, mika tehostaa tiedon ymmartamists ja sailymistd Monimutkaiset kaaviot voi piirtad helposti, mika vahent3a taululle ikaa ja toimintaa
e -
(o)
e
simplify(xz— 12x+32) e
(x-4)-(x-8) e
DR
g >
expand((x+y) )
X*+y*+3.x% y+3-x-y?
d ( 3 2 )
L (x3- —9Ox+
dx \X 3x*-9x+1 — :
3-x2-6-x-9
L o B8 L T
Tietokonealgebrajirjestelma (CAS) Edistynyt tilastolaskenta
CAS on ohjelmisto symboliseen laskentaan. it edi itd

kuten testi, intervalli, jakauma ja kaanteinen regressio

Simple Interest Day Count
Oays 730 a1
™ H a2
" 5000 = -
EN - C==x]
El - EEEEA

Talouslaskelmat
Erilaisia talouslaskelmia voidaan tehda

Kisinkirjoituksen tunnistus
Kaavoja ja funktioita voi kirjoittaa kasin
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