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Lyhyt matematiikka, syksy 2023

FI - Matematiikka, lyhyt oppimaara

19.9.2023

Koe koostuu 13 tehtavasta, joista vastataan kymmeneen. Tehtdvat on jaettu kolmeen osaan. A-osassa on nelja
kaikille pakollista tehtavaa. B1-osassa on viisi tehtavaa, joista vastataan kolmeen. B2-osassa on nelja tehtavaa, joista
vastataan kolmeen. Kaikki tehtavat arvostellaan pistein 0-12, joten kokeen maksimipistemaara on 120.

A-osassa saat kayttad koejdrjestelmassa olevaa taulukkokirjaa ja perusohjelmia. A-osa palautetaan tehtavan 4
jalkeen olevalla painikkeella. Taman jalkeen A-osan vastauksia ei voi enaa muokata. A-osan palauttamisen jalkeen
kaikki koejarjestelman ohjelmat ovat kaytettavissasi. Voit vastata B-osien tehtaviin myos ennen A-osan palauttamista.

Useimmissa tehtavissa kaikkien osatehtavien vastaukset kirjoitetaan samaan vastauskenttdan. Jaottele vastauksesi
osatehtavien mukaisesti. Halutessasi voit tuottaa vastausten tueksi piirroksia, kaavioita tai taulukoita ja liittaa niista

kuvakaappauksen mihin tahansa tekstivastaukseen.

Al3 jata mitdan merkintja sellaisen tehtavan vastaukselle varattuun tilaan, jota et halua j4tt34 arvosteltavaksi.

A-0sa

o Vastaa neljdan tehtavaan.

1. Funktiot ja lukujonot ' 12 p.
Valitse oikea vaihtoehto. Vastauksia ei tarvitse perustella. Oikea vastaus 2 p., vaara vastaus 0 p., ei vastausta 0 p.

1.Jos f

o~
]

)
=% +2jah(z) = 2% — 2,niin f(2) + h(z) =(2° + 2>  |[v]*
) = & — 2,niin f(z) - h(2) =627 1 12 [V»
5.Jos @y, = 3n+ 1, niinay =13 [v]?
6. Jos aritmeettisessa lukujonossa ag = 3jaa; = 7, niinas = ZF’-
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2. Vaatekaupassa 12p.

1. Farkkujen alkuperainen hinta on 56,00 euroa ja alennusmyynnissa hintaa alennetaan 30 %. Mika on alennettu hinta?
“p)

2. Takin alkuperainen hinta on 79,00 euroa ja alennettu hinta 55,30 euroa. Mika on alennusprosentti? (4 p.)

3. Vaatteiden arvonlisaverokanta on 24 %. Kuinka monta euroa paidan 45,00 euron myyntihinnasta on arvonlisaveroa?

(4p.)

1. 0,756 =39,20€

55,30
2. k-79=5530 < k= 7—’9 =0,7 = alennusprosentti on 30%.
45 , _—
3. 124.2=45,00 & z=-— =36,29€ on veroton hinta. ALV:n mdidrd on 45 — 36,29 = 8 71€

bl

3. Tuntemattomia muuttujia 12 p.

Aineisto

3.A Kuva: Suora

1. Kuvassa 3.A on suora y = ax + b, jonka kertoimet a ja b ovat kokonaislukuja. Paattele kuvaajan perusteella kertoimien

arvot ja perustele, miten paadyit ratkaisuun. (4 p.) 3A Kuva: Suora

3 3 3
2. Ratkaise p murtolukuna yhtdldsta (g + —) p=—=.02p)

4 5 :
) o1 1
3. Ratkaise ¢ murtolukuna yhtalésta (§ = 5) g = 7 (2p.) 4
4n? (n?)? o F
4. Ratkaise x yhtdlosta B cx=8n".(4p.)
n 2

Lahde: YTL.

1. y=3x—2 ,silld suora kulkee pisteen (0,-2) kautta ja nousee kolme ruutua jokaista etenevéd ruutua kohden.

Kertoimien arvot ovatsiis ¢=3 ja b= -2

1 2 4 4
2. 5'(E+§)-p=3 = (3+—5)-p=3 =4 £p=3 ¢p=3-—=§

5 4 4 27
1 1
3. 2 (c—c)=qe 2-—=g& g=—
(3 2) 1 1= 9=73
1
4 g gl 4n® - n 810 n_ _ 16n T
2n 4nt4 4Ant4 n
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4. Pythagoraan kolmikot 12 p.
Positiiviset kokonaisluvut a., b ja ¢ muodostavat Pythagoraan kolmikon, jos a’? + b =2

Naita kolmikoita voidaan muodostaa seuraavasti. Olkoot mn ja n positiivisia kokonaislukuja, joille i > n. Talléin luvut

a=m?— nz, b=2mnjac= m? + n? muodostavat Pythagoraan kolmikon.

1. Muodosta ylla esitetylla tavalla jokin Pythagoraan kolmikko. (3 p.)
2. Anna esimerkki kolmesta positiivisesta kokonaisluvusta, jotka eivat muodosta Pythagoraan kolmikkoa. (3 p.)
3. Maarita luvut m ja n silloin, kun Pythagoraan kolmikkona ovat luvut ¢ = 15,6 = 8jac = 17.(3 p.)

4. Perustele, ettd jos a, b ja ¢ on muodostettu lukujen m ja n avulla kuten tehtavan alkutekstissa, niin a2+ =c.(3 p.)

1.0kkoot m=2 ja m=1 .jolloin m>n ja mmeZ,  .Nytluovutovat 5=22_11-3 .
hb=2-2-1=4 ja ¢= 22112 —5 jaPythagoraan lause toteutuu 32 1 42 — 52 = 925 = 95.
2.Esim. ¢=2 , b=3 ja c¢=4 eivittoteuta Pythagoaan lausetta: 22 4 3% £ 4% <« 13+ 16
3.Koska b=2mn =28 .niin mn=4. Positiivisista kokonaisluvuista tuloksi saadaan neljd, kun
m=4 ja n=1 (m >mn) . Tarkistetaan muut ehdot: 4 =42 12 =15 ja =424 12 =17 .Luvuiksi
kiyvit siis 4 ja 1.
4. (m®— n2)2 + (2mn)? = (m* + ng)z < m' —2m*n® + n' +4m’n® = m' + 2m*n? + 0’

e omt—mt —AmPn? +AmPn P ot —nt e 0=0

B1-osa

@ Vastaa kolmeen tehtavaan.

5. Laskettelumatka 12 p.

Lukion 32 opiskelijan ryhma varaa laskettelumatkaa varten linja-auton, jonka kustannukset jaetaan tasan osallistujien kesken.
Nelja opiskelijaa joutuu perumaan ldhténsa, jolloin jokainen osallistuja maksaa lopulta 15 euroa alkuperaista hintaa
enemman. Kuinka paljon yhden osallistujan matka lopulta maksoi?

Merkitdin kokonaiskustannusten méaraa x, jolloin koko reissun hinnaksi saadaan

X __ X _
solve(55=27—7-15,%)

{x=3360}
Yksi osallistuja maksoi
3360
28
120

Vastaus: 120 euroa.

CASIO 3
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6. Postimerkin lisapainama 12 p.

Aineisto
6.A Kuva: Postimerkki

Karoliinien saariryhma oli yksi Saksan keisarikunnan siirtomaista. Siirtomaan ensimmainen postimerkkisarja valmistettiin
Saksan postimerkeista painamalla niihin teksti "Karolinen". Lisdpainamasta on kaksi eri tyyppia, loiva ja jyrkkd, joiden
luettelohinnat ovat 1 800 ja 180 euroa. Loivan lisdpainaman kaltevuuskulma on noin 48° vaakatasosta mitattuna ja jyrkan
lisdpainaman 56°.

1. Arvioi kuvan 6.A postimerkin lisdpainaman kaltevuuskulmaa. Onko lisdpainama loivaa vai jyrkkaa tyyppia? (6 p.)

2. Lisdpainaman ympaérille piirretadn mahdollisimman pieni suorakulmio. Arvioi, kuinka monta prosenttia suorakulmio
peittda postimerkin pinta-alasta. Valkoisia reunoja ei lasketa mukaan postimerkin pinta-alaan. (6 p.)

Tehtdvan voi ratkaista joko sopivalla ohjelmalla tai mittaamalla lukuarvoja naytélta. Molemmissa vaihtoehdoissa taytyy kayda
ilmi ratkaisutavan valivaiheet.

6.A Kuva: Postimerkki

it 2

~

TNt Nt NN
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o~
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Lahde: Storf Internationales Handelshaus GmbH & Co. KG. storf-handel.de. Viitattu: 12.3.2022.

ClassPad.net: geometria-sovellukseen voidaan avata kuva, jonka paalle tyokaluista saadaan
kulmamitta. Asetetaan kulmamitan keskipiste tekstin alanurkkaan ja luetaan kulman suuruudeksi
noin. 56°. Kyseessa on siis jyrkkaa tyyppia oleva merkki.

Jatketaan piirtamalla monikulmio-ty6kalun avulla nelikulmio tekstin ymparille. Valitaan
vastakkaiset sivut ja asetetaan ne yhta pitkiksi Adjustment > Congruent. Lukitaan sivujen pituudet
valitsemalla ne yksi kerrallaan ja klikkaamalla Lock. Toistetaan sama toisille vastakkaisille sivuille.
Valitaan kaksi viereista sivua ja asetetaan ne kohtisuoraan valikosta Adjustment > Perpendicular.
Klikataan suorakaide aktiiviseksi ja katsotaan sen pinta-ala valikosta Measurement > Area.

) CASIO.



Lyhyt matematiikka, syksy 2023

Piirretdaan toinen suora suorakulmio postimerkin aihion ymparille edella kuvatulla tavalla ja
katsotaan sen pinta-ala. Nyt voidaan laskea kysytty suhde valikosta Measurement > Expression >
A1/A2 > Enter. Tekstin ymparille piirretty suorakulmio peittaa n. 14% merkin pinta-alasta.

b

-
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N
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. ol
‘-)'A ()

& & .
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Huom. Koska kyse on suhteellisesta osuudesta, ei mittayksikolla ole merkitysta. Kokeile sovellusta
osoitteessa https://classpad.net.

7. Urheilusukat (12 p.

Kilpajuoksijalla on kuusi urheilusukkaa sekaisin pienessa korissa. Kolmessa sukassa on merkki L ja kolmessa R. Juoksija ottaa
korista umpimahkdan kaksi sukkaa perakkain. Maarita todennakoisyys sille, etta

1. ensimmaisessa sukassa on merkki L (2 p.)
2. molemmissa sukissa on merkki L (4 p.)

3. sukissa on eri merkit. (6 p.)

1. Kyseessd on klassinen todenniakiisvys, joka lasketaan jakamalla suotuiset

alkeistapaukset kaikilla alkeistapauksilla % = %

2. P(”1. sukassa on L ja 2. sukassa on L”) on kertolaskusddnntn nojalla

P(”1. sukassa on L”)*(P”2. sukassa on L") = %*% = %

3. Edelld laskettiin todenndkoisyys sille, ettd molemmissa sukissa on L. Koska

L—sukkia ja R—sukkia on vhtad paljon, on todennakdisvvs saada R—pari on sama 5"
1 3

Vastatapahtuman avulla todennikdisvys saada LR—pari on 1—%—5 = 5-

CASIO °
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8. Polynomifunktio ' 12 p.

Olkoon p(z) = x* — 4z* — 82% + 48z.
1. Laske derivaatta p” () ja ratkaise derivaatan nollakohdat. (4 p.)
2. Milla valeilld funktio p on kasvava? (4 p.)

3. Maarita funktion p pienin arvo. Missa kohdassa se saavutetaan? (4 p.)

1. Masritetaan funktio p(x)

define p(x)=x%-4x3-8x2+48x
done

ja sen derivaattafunktio p”(x)
define p’ ()= (p(x))
dx
done
p(x)
4+x3-12-x2-16+x+48
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat

solve (4+x3—12+x2~16-x+48=0, x)
{x=-2,x=2, x=3}

Vastaus: Derivaattafunktion nollakohdat ovat x=-2, x=2 tai x=3.

2. Koska p on parillinen potenssifunktio ja sen korkeimman asteen termin kerroin on positiivinen, on se
vldspain avautuva. Koska sen derivaatalla on kolme nollakohtaa, funktio p

— vahenee, kun x<-2

— kasvaa, kun —-2£x<2

— vahenee, kun 2£x%3

— kasvaa, kun x=3
Vastaus: Funktio p kasvaa, kun —-2=x%2 ja kun x=3.

3. Polynomifunktiona p on kaikkialla jatkuva ja derivoituva. Koska se on ylospdin avautuva, niin pienin
arvo saadaan paikallisessa minimikohdassa. Edellisen kohdan perusteella riittaa tutkia kohdat p(-2) ja

p(3).
p(-2)
-80
p(3)
45

Vastaus: Funktion p pienin arvo on —80 ja se saadaan kohdassa x=-2.

B2
(2,48} (S‘M

(-2,-20)

° CASIO
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9. Luottamusvali 12 p.

Pakkauskone on sdddetty tdyttamaan puolen kilon muropaketteja. Laadunvalvonnassa punnitaan 100 pakettia, joiden painon
keskiarvoksi saadaan 509 grammaa ja keskihajonnaksi 6,0 grammaa. Oletetaan, etta paketin paino noudattaa
normaalijakaumaa N(509; 6,0).

1. Milld todenndkdisyydelld paketin paino on korkeintaan 500 grammaa? (4 p.)
2. Maarita paketin painon keskiarvon keskivirhe ja 95 %:n luottamusvali, eli luottamusvali 95 %:n luottamustasolla. (8 p.)

1. Syotetadn arvot normaalijakauman kertymafunktion sovellukseen ja normitetaan ne.
Todenndkdisyydeksi saadaan n. 0,07. Laskun voi havainnolistaa kuvaajalla.

0. 0663072

lowerw | ZLow[-2E+998 |
wpergoo | zUp[-1.5 |
S o—
usos 509

o
0.6r
050
-3 - =7 ] - — 1 2 3 4 5 [ 7 a8 9 3
-2
p=0.0668072 —0:3r
Lower=—2g+998 _ | Upper=—1.5

2. Keskiarvon keskivirhe S=%, jonka arvoksi saadaan
n

6
V100
8=0.6

Siispa 95% luottamusviliksi saadaan 5091, 96x0, 6 eli alaraja on
509-1.96x0.6

507.824
ja ¥laraja
509+1. 96%*0. 6

510.176

Vastaus: Keskiarvon keskivirhe on 0,6 ja 95% luottamusvili on n. 507, 82-510, 2g.

CASIO 7
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B2-0sa

o Vastaa kolmeen tehtavaan.

10. Matematiikan merkintoja 12 p.
Kuinka seuraavat sanalliset kuvaukset voidaan ilmaista symbolein?

Valitse parhaiten soveltuva vaihtoehto. Vastauksia ei tarvitse perustella. Oikea vastaus 1 p. tai 2 p., vadra vastaus 0 p., ei
vastausta 0 p.

Jos olet aloittanut tehtavdan vastaamisen, mutta et haluakaan jattaa tehtavaa arvosteltavaksi, poista vastauksesi valitsemalla
pudotusvalikosta tyhja rivi.

10.1 Luvun 6 kuutiojuuri. 1 p.

(V6 v

10.2 Parilliset kokonaisluvut. ' 1 p.

2k, ke Z V]

10.3 Luvun % kaadnteisluvun ja vastaluvun summan itseisarvo. ' 2 p.

2+ (=D [v]

10.4 Luvut A ja B ovat suoraan verrannolliset verrannollisuuskertoimella k. 1 p.

(A:B=k [v]

10.5 Kun kerrotaan kaksi samakantaista potenssia, niin eksponentit lasketaan yhteen. ' 1 p.

(g™ =™ [v]

10.6 Tuotteen lopullinen hinta, kun alkuperdista hintaa 129 € alennetaan ensin 10 % ja alennettua hintaa my&hemmin
vield 20 %. ' 1 p.

0,8-0,9-129¢€ V)

10.7 Lukusuoran pisteen x etéisyys pisteestd —2 on 3. 1 p.

Te=(=2[=3 [

10.8 Tason pisteen (1, y) etdisyys pisteestd (1, —3) on 4. (2 p.

VE-12+(y+3)7 =4 |v|

10.9 Suorien 22 — 3y = 1 ja —x + 4y = —2 leikkauspiste. ' 1 p.

‘{235—33,(:1
—x +4y=-—2

v ‘

10.10 Funktion f arvo kohdassa 2 on suurempi kuin funktion g arvo kohdassa —3. 1 p.

Lf(2) > g(=3) V]

8 CASIO.
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11. Rokottamisen tehokkuus ' 12 p.

Tutkijat ovat kehittaneet yksinkertaistetun mallin rokottamisesta viruspandemiassa. Mallin mukaan viruspandemia saadaan
1— L

U Tassa

maassa hallintaan, jos H >

e Ry > 0onviruksen perusuusiutumisluku
e F > 0on rokotteen tehokkuus
* H on rokotettujen osuus maan vaestosta.
Muuttujat £ ja H ovat prosenttilukuja sadasosina, eli esimerkiksi 1 % on 0,01.

1. Oletetaan, etta Ry = 3. Maérita pienin mahdollinen H, jolla viruspandemia saadaan hallintaan rokotteella, jonka
tehokkuus £ on 80 %. (4 p.)

2. Mutaation seurauksena perusuusiutumisiuku kasvaa arvoon 4,5. Mika on rokotteen pienin mahdollinen tehokkuus F,
jolla viruspandemia saadaan hallintaan, jos H on 80 %? (4 p.)

3. Anna esimerkki naiden kolmen muuttujan arvoista, joilla viruspandemiaa ei voi mallin mukaan saada hallintaan. (4 p.)

1. Ratkaistaan muuttujan H arvo sijoittamalla annetut arvot malliin

H25-g

H=0.8333333333
Vastaus. Pienin muuttujan H arvo on n. 83%.

2. Ratkaistaan epavhtalosta E, johon on sijoitettu annetut arvot
1
1-4.5

—,E)|E>0

solve (0, 8= E

{E20.9722222222}

Vastaus: Pienin mahdollinen tehokkuus rokotteelle on n. 0,97%.

3. Asetetaan rokotteen tehokkuus alas, esim. arvoon E=0,1. Talléin voidaan walita
perusuusintumisluvuksi esim. 2, jolloin

1
173
0.1
5
Nyt rokotettujen osuuden pitdisi olla 5 eli 500% vaestostd, mika ei ole mahdollista.
COMPUTER SOFTWARE
Get Started To activate:

You can use the software for free with the 90-day trial version Activation Guide >

Windows >

Issue License Code from Claim Code

Mac >

Member Login >

https://edu.casio.com/softwarelicense/index.php

CASIO 9
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12. Maailman viestd

12.A Taulukko: Véestdmaara YK:n arvioiden mukaan

12. Maailman vaestd 12 p. P ——
1950 2336
. . 1960 3035
Aineisto 197 3700
1980 4458
12.A Taulukko: Vaestémaara YK:n arvioiden mukaan 1950 iz
2000 6143
2010 6957
2020 7793
Taulukossa 12.A on esitetty maailman vdestémadara vuodesta 1950 vuoteen 2020. e United et

1. Mallinna véestémaaras sovittamalla aineistoon regressiosuora iy = & + bx, kun © on vuosi ja ¢ vdestomaara. (4 p.)

2. Vaesténkasvua voi mallintaa my6s lukujonolla y, = ¢¢"*, missa n on vuosi ja ¥, on vaestomaara. Maarita parametrit ¢
ja q kéyttamalld vuosien 2010 ja 2020 vaestomadaaria. Vaihtoehtoisesti voit kayttad mallia y,, = ¢ ek”’ joka on kaytdssa
tietyissa ohjelmistoissa. (4 p.)

3. Maarita ennusteet vuoden 2040 vaestomaarasta osatehtavien 12.1 ja 12.2 mallien perusteella. (2 p.)

4. Arvioi osatehtévien 12.1 ja 12.2 mallien hyvia tai huonoja puolia. Mainitse kummastakin mallista yksi seikka. (2 p.)

1. Svétetddn vuosiluvut ja viestdm#ira miljoonina ihmising tilastosovellukseen. Sovitetaan aineistoon
lineaarinen regressiomalli y=a+bx, jolloin malliksi saadaan

yv=—147711. 7024+76. 9297619-x.

Vastaus: Regressiosuora on ¥y=-147711,7024+76, 9297619x.

|vuosi |viestd vajaa  |vaki Stat Calculation
1950 2536

7
2 1960 3035 Linear Reg %g%g ggg; Exponential Reg

3 1970 3700 [y=athx | v y=a-e~(h-1)

4| 1980| 4458 == a =8. 2074E-7
5| 1990 5327 @ = A2 P b =0.0113734
6| 2000| 6143 20.9976978 r, =1

7| 20100 6957 ? =0. 9954009 r =1

8| 2020 7795 MSe =19141.026 MSe =

2. Sovittamalla eksponenttifunktion regressiomalli aineistoon wvuosilta 2010 ja 2020
saadaan malliksi

¥n=8.207382119x10~ 7+0- 01137341556+n

Vastaus: Kertoimet eksponentiaalisessa mallissa ovat ¢=8, 207382119%10 =1 ja

q=e0+ 01137341556

3. Ennusteet vuodelle 2040 ovat
—-147711.7024476.9297619:2040

9225.011876
ja
8.207382119%10~ T.e0-01137341556-2040

9785. 980695
Vastaus: Lineaarisen mallin mukaan vakiméarédn ennuste vuodelle 2040 olisi n. 9225
miljoonaa ihmista ja eksponentiaalisen mallin mukaan n. 9786 miljoonaa ihmisti.

4. Lineaarinen malli osuu paremmin aineistoon, joten sen arvio ldhitulevaisuuteen
antaa tarkemman vastauksen, mutta menneisyydessd tulee vaijaiméattd piste, jolloin
maailman vikiluku olisi negatiivinen. FEksponentiaalinen malli lihtee rajuun kasvuun
vuosien edetessd eikd se mallinna luotettavasti ihmismaéran kasvua, silla rajaksi tulee
esim. ravinto, taudit ja maapallon asuttavan alueen koko.

10 CASIO
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13. Perakkaiset kruunat 12 p.

Kolikkoa heitetdan useita kertoja perakkain. Talléin merkinta F}, ilmaisee kaikkien sellaisten tapausten lukuma&aran, joissa
n:ssa heitossa esiintyy vahintaan kaksi perakkaista kruunaa. Tiedetdan, etta palautuskaava

Fois =2Fu — Fy + 27
patee, kunn > 1.
1. Maaritéd F, I ja Iy laskemalla eri tapausten lukuméaarat. (4 p.)
2. Kolikkoa heitetaan kuusi kertaa. Milla todennakdisyydelld saadaan vahintaan kaksi perakkaista kruunaa? (4 p.)

3. Kolikkoa heitetadn kuusi kertaa. Milla todennakdisyydella saadaan vahintaan kaksi kruunaa? (4 p.)

1. Lasketaan pyvdetyt lukumaarat. Merkitadn kl = klaava ja kr = kruuna.
Koska 1 heitossa ei voi olla kahta perakkaistd kruunaa, on F;=0.

Kahdella heitolla kaksi perdkkidista kruunaa sisaltavia tapauksia on vain 1 eli {kr,
kry. Siis F.=1.

Kolmella heitolla vahintadn kaksi perakkaistd kruunaa sisaltavia tapauksia ovat {kr,
kr, kl} ja {kl, kr, kr} ja {kr, kr, kr} eli Fs=3.

Vastaus: F,=0, Fz=1 ja Fz=3.

2. Palautuskaavan avulla
Fa=2%F,—F,+2 1 =2x3-0+2=8
Fo=2%F,—F,+22=0%8-1+4=19
Fe=2%F—Fo+23=2%19-3+8=43

Todenndkiisyys saadaan jakamalla suotuisten tapausten maara kaikilla alkeistapauksilla
eli tdssa tapauksessa kaikilla erilaisilla kruunien esiintymisilld kuudessa heitossa.

43
nCr{6, 0)+nCr(6, 1)+nCr(6, 2)+nCr (6, 3)+nCr (6, 4)+nCr(6, 5)+nCr (6, 6

0.8671875
Vastaus: Noin 0,67

3. P(”Saadaan vahintadn 2 kruunaa 6 heitolla”)=1-("Saadaan 0 tai 1 kruuna 6
heitolla”)=1-((”Saadaan 0 kruuna 6 heitolla”)+(”Saadaan 1 kruuna 6 heitolla”))=

1—[ [%]6+nCr(6, D*(3) 6]

Vastaus: Noin 0, 89.

0. 890625

CASIO H



