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Lyhyt matematiikka, kevat 2023

FI — Matematiikka, lyhyt oppimaara

22.3.2023

Koe koostuu 13 tehtavasta, joista vastataan kymmeneen. Tehtavat on jaettu kolmeen osaan. A-osassa on nelja
kaikille pakollista tehtavad. B1-osassa on viisi tehtavaa, joista vastataan kolmeen. B2-osassa on nelja tehtavaa, joista
vastataan kolmeen. Kaikki tehtavat arvostellaan pistein 0-12, joten kokeen maksimipistemaara on 120.

A-osassa saat kdyttad koejdrjestelmassa olevaa taulukkokirjaa ja perusohjelmia. A-osa palautetaan tehtavén 4
jalkeen olevalla painikkeella. Taman jalkeen A-osan vastauksia ei voi enaa muokata. A-osan palauttamisen jalkeen
kaikki koejarjestelman ohjelmat ovat kaytettdvissasi. Voit vastata B-osien tehtdviin myds ennen A-osan
palauttamista.

Useimmissa tehtavissa kaikkien osatehtdvien vastaukset kirjoitetaan samaan vastauskenttadn. Jaottele vastauksesi
osatehtavien mukaisesti. Halutessasi voit tuottaa vastausten tueksi piirroksia, kaavioita tai taulukoita ja liittaa niista
kuvakaappauksen mihin tahansa tekstivastaukseen.

Al3 jata mitaan merkintoja sellaisen tehtdvan vastaukselle varattuun tilaan, jota et halua jattad arvosteltavaksi.

1. Perusyhtaldita 12 p.

Alla on kuusi osatehtavaa 1.1-1.6. Kirjoita kunkin osatehtavan vastauskenttaan pelkka laskun
lopputulos ilman valivaiheita ja perusteluja. Jokaisen osatehtdvan vastaus on kokonaisluku.

Tehtavassa ei voi kayttaa kuvakaappauksia eika kaavaeditoria. Kunkin vastauksen maksimipituus
on 5 merkkia. Vastaukset arvostellaan tietokoneavusteisesti, ja ohjeiden noudattamatta
jattdminen voi johtaa pistevahennyksiin. Jokaisesta osatehtdvastd voi saada 2 pistettd.

1.1 Laske 2 p.

7.2 -1=[55

1.2 Yht3lén 5 — 2 = 13 ratkaisuon ' 2 p.

=3

1.3 Suora y = —2x + 14 leikkaa x-akselin, kun ' 2 p.

x=\|7

1.4 Yhtilén 22 = 8z suurempi ratkaisu on ' 2 p.

T =8

1.5 Potenssiyhtalon z° = 64 ratkaisu on 2 p.

z=[4a

1.6 Eksponenttiyhtalon 2° — 128 = 0 ratkaisu on [ 2 p.

x=|7
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2. Yhtaléiden ratkaisut 12 p.

1. Ratkaise yhtaldpari

{x+y:8
2z —y=1.

(4p)

2. Ratkaise yhtalo 232 — %SE + i = (0. Anna suurempi juuri tarkkana arvona sievennetyssa

muodossa ja pienempi juuri likiarvona kahden desimaalin tarkkuudella. (8 p.)

1. Laskemalla yhtdlot yhteen saadaan 3z = 9 < x = 3 ja sijoittamalla ratkaisu ylempéin yhtdloon saadaan
3+y=8<«<y=>5. Vastauson z=3jay=>.

2. Kerrotaan yhtélo puolittain luvulla 4, jolloin saadaan 842 — 102z +1 = 0. Sijoittamalla kertoimet toisen

T = 10+ v100—-32  104£2v17 _ 54 V17 Suurempi juurista
;= = = g

asteen yhtilon ratkaisukaavaan saadaan
16 16

ontiten 2+VI7T ja pienemmidn juuren likiarvo kahden desimaalin tarkkuudellaon  0,11.
8

3. Prosentteja 12 p.

1. Vuonna 2019 sairaanhoitajan keskimadrainen kuukausipalkka oli 2 535 euroa. Erds
sairaanhoitaja sai 6 prosenttia keskimadrdista parempaa palkkaa. Hanen nettopalkkansa, eli
tilille kuukausittain maksettava summa, oli 1 777,25 euroa. Kuinka monta prosenttia palkasta
meni veroihin ja muihin pidatettaviin maksuihin? (6 p.)

2. Vuonna 2021 koronaviruskotitestin arvonlisavero oli 24 % ja myyntihinta 5,60 euroa.
Tutkijaryhma ehdotti testien arvonlisdveron alentamista 10 %:iin. Kuinka paljon tuote
maksaa, jos tallainen veron muutos siirtyy tdysimadraisesti hintaan? (6 p.)

maksut 1,06 -2535 —1777,25

= ~ 0,339 = 33 .
brutto 1,06 - 2535 k 9%

1. Veroihin meni

5,60
2. Merkitddn verotonta hintaa x. Ratkaistaan yhtdlé 1,242 = 5,60 < = = ﬁ .Jos 109, vero siirtyy
5,60
1,24

suoraan myynfihintaan, niin tuote maksaa 1,1 - ~ 4,97€.
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4. Tasakylkinen kolmio 12 p.

Kolmion ABC'sivut AB ja AC ovat 6 senttimetrij pitkia, ja niiden vélinen kulma on . Piste D sijaitsee
sivulla A B niin, ettd jana C'D on kohtisuorassa sivua A B vastaan.

1. Maarita janan C'D pituus, kun ov = 30°. (4 p.)
2. M3érita sellainen g, etté kolmion BC'D pinta-ala on puolet kolmion ABC pinta-alasta. (4 p.)

3. Mé&aritd janan C'D pituus, jos kolmion BC'D pinta-ala on kolmasosa kolmion ABC' pinta-alasta. (4 p.)

1. Suorakulmaisesta kolmiosta ADC saadaan  gin 30° = @ < |CD| = 6sin30° = 3.

2.Kolmioilla BpDC ja ADC onyhteinen korkeusjana (D ja niiden on oltava yhtdsuuria. Talloin niiden kantojen

on oltava yhtd pitkdteli AD = BD = 3. Suorakulmaisesta kolmiosta ADC saadaan

|AD| 3 1 1
COS(x = —— = — = — < x = COS

1
= = 60°
|AC] ~ 6 2 2

3.Kolmioilla BDC ja ADC onyhteinen korkeusjana (D ,joten niiden pinta-alojen suhteen 1 :2 pitdd olla
myds kantojen pituuksien suhde. Siis BD: DA =1:2 .jolloin BD=2 ja DA=4 .Pythagoraan lauseella

|CD| = /6% —4* = /20 = 2/5 ~ 4,5cm.
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B1-0sa

© vastaa kolmeen tehtavaan.

5. Erikoiset mittayksikot 12 p.

Tama tastd -ajankohtaishuumoriohjelman jaksossa 119 kerrottiin, etta Helsingin alle mahtuu
huoltotunneleihin ja muihin tiloihin 500 eduskuntataloa. Eduskuntatalon tilavuus puolestaan kuvailtiin
seuraavasti: "Tavallinen kylpyamme, jollainen voi olla kotona tai hotellihuoneessa, on tilavuudeltaan noin
300 litraa - - Jos sinulla on 120 000 tallaista kylpyammetta, niin ne tayttavat neljdsosan eduskuntatalosta.”

1. Mikd on eduskuntatalon tilavuus kuutiometreind? (6 p.)

2. Usein kuulee verrattavan pinta-aloja jalkapallokenttien kokoon. Jalkapallokenttad on suorakulmio, jonka
sivujen pituudet ovat 105 metrid ja 68 metrid. Oletetaan, etta huoltotunnelit ja muut tilat ovat
suorakulmaisia sarmidita. Jos huoltotunnelien ja muiden Helsingin alla olevien tilojen korkeus on
keskimaarin 4,0 metrid, niin mika on niiden pohjien yhteenlaskettu pinta-ala jalkapallokenttina
mitattuna? (6 p.)

1. Koska 1 dm3 = 1 litra, niin eduskuntatalon tilavuus on litroina

300%120000%4
144000000
joka on 144000 mS.
2. Hyodwvntaen edellisen kohdan wvastausta, saadaan tilojen pohjan pinta—alaksi
500%144000/4
18000000

joka on jalkapallokenttina

18000000/ (105%68)
2521.008403

Yhteenlaskettu pinta—ala wvastaa noin. 2500 jalkapallokenttda.

COMPUTER SOFTWARE

Get Started To activate:

You can use the software for free with the 90-day trial version Activation Guide >

Mac >

Select your 0S x ¢ ~ ~
y Issue License Code from Claim Code

Member Login >

https://edu.casio.com/softwarelicense/index.php
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6. Lahjavero 12 p.

Aineisto

6.A Taulukko: Lahjaveron maara

Lahjaveroa on maksettava, kun omaisuus siirtyy toiselle henkilélle lahjana ja lahjan arvo on 5000 euroa tai
enemman. Lahjavero maaraytyy taulukossa 6.A esitetyn mukaisesti. Tarkastellaan tilanteita, joissa annetaan
vain yksi lahja.

1. Mikd on 80 000 euron lahjan veron maara? Kuinka monta prosenttia tasta lahjasta maksetaan veroa?
6p.)

2. Kuinka suuresta lahjasta maksetaan 4 000 euroa lahjaveroa? (6 p.)

6.A Taulukko: Lahjaveron maara

Lahjan arvo (euroa) | Vero alarajan kohdalla (euroa) | Veroprosentti ylimenevasta osasta

5000-25000 100 8%
25000-55000 1700 10 %
55000-200000 4700 12%
200 000-1 000 000 22100 15 %
1000000~ 142100 17 %

Lahde: Verohallinto. www.vero.fi. Viitattu: 8.1.2022.

1. Veron maird euroina on
4700+0. 12 (80000-55000)
7700
Veron mdara prosentteina on
7700/80000
0.09625

Veroa maksetaan siis n. 9, 6% lahjasta, mika on 7700€.

2. Lahjan on oltava suuruudeltaan 25000 ja 55000 euron wvalissa, silld vero 55000 euron
kohdalla alarajalla on 4700€. Merkitddn lahjan suuruutta x, jolloin se wvoidaan ratkaista
vhtolésta
solve (1700+0. 10%(x—-25000)=4000, x)

{x=48000}

Lahjan suuruus on 48000€.
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7. Kolikko ja noppa 12p.
Pelissa heitetadn kolikkoa ja tavallista noppaa.

1. Mika on todennakaisyys sille, ettd pelaaja A saa yhdella kolikonheitolla klaavan ja pelaaja B yhdella
nopanheitolla silmaluvun 57 (4 p.)

2. Pelaaja C vaittaa pelaajalle D: "On todennakoisempaa, ettd mina saan kahdella kolikonheitolla kaksi
klaavaa kuin etta sina saat kahdella nopanheitolla summaksi vahintaan yhdeksan.” Onko pelaaja C
oikeassa? (8 p.)

1. P("Kolikolla klaava ja nopalla viitonen”)=P ("Kolikolla klaava”)*P ("Nopalla viitonen”)=

1.1
2%6
1
12
2. P(”Kahdella kolikon heitolla kaksi klaavaa”)=
1.1
2%2
1
4
P(”Kahdella nopan heitolla summaksi wvahintiin yhdeksﬁn”)=é—0
Koska %=39_6<%’ ei pelaaja C ole oikeassa.
Suotuisten alkeistapausten perustelu kahden nopan silmalukujen summan osalta:
A B C D E F G H Iu
1 Bummataulukko 1 2 3 4 5 3]
2 1
) 2
i 3
5 4
B 5
7 6
8
9 o

] a
Summataulukko v [X

CASIO.
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8. Paraabelin tangentti 12 p.

Paraabeliy = 22 + bx + c kulkee pisteen (9, 5) kautta, ja siina sen tangentin kulmakerroin on 2. Maarita
kertoimet b ja ¢ derivaatan avulla.

Tangentin kulmakerroin 2 on funktion derivaatan arvo kohdassa a=9. Piste (9,5) on
kidyridn piste ja siten toteuttaa kavran vhtilén. Ratkaistaan ehdoista saatavan vhtaloparin
avulla kvsytyt kertoimet.

define f(x) =x2+bx+c
done
d - -
(F(x))=2|x=9
da
f(9)=5 b, ¢
{b=-16, c=68}

Kertoimet ovat b=—16 ja c=68.

9. Alypuhelinten kayttdikd 12 p.

Aineisto
9.A Taulukko: Alypuhelinten kayttsika

Alypuhelinten keskimaaraiset kayttoiat erdissa maissa on esitetty taulukossa 9.A.
1. Laske taulukossa esitettyjen keskimaaraisten kayttoikien keskiarvo T ja keskihajonta s. (4 p.)

2. Miksi osatehtdvassa 9.1 laskettu keskiarvo T ei tuota kyseisten maiden dlypuhelinten kayttdikien
keskiarvoa? (4 p.)

3. Oletetaan, etta alypuhelinten kayttika koko maailmassa noudattaa normaalijakaumaa, jonka
odotusarvo on 23 kuukautta ja keskihajonta 2,55 kuukautta. Milla todennakdisyydella satunnaisesti
valitun alypuhelimen kayttdika on vahintdan kolme vuotta? (4 p.)

9.A Taulukko: Alypuhelinten kayttéiké

Maa Keskimaarainen kayttoika (kk)
Meksiko 18
Thaimaa 19

Saudi-Arabia 19

Intia 20

Etela-Afrikka 21

Saksa 21
Malesia 22
Australia 22

Kiina 22

Japani 26

CASIO ’
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list1

list2 list3
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X =21
=X =210 u
Tx? =4456
Ox =2.1447611
Sx =2. 2607767
n =10
minX =18
1 =19
Med =31 o

z

0K

0K

Peru

Cal»

[ 111=

1. Keskiarvo on 21 kuukautta ja keskihajonta n.

2. Eri maissa on eri maira matkapuhelimia.

keskiarvoa,

2, 26 kuukautta.

Laskettaessa kaikkien mainittujen maiden osalta
tulee mukaan ottaa matkapuhelimien maaraa kussakin maassa kuvaava kerroin.

£ Muok Zoom Analyysi ¢

HEEREEEAEEERRN
prob|1. 7159E-7
zala|5. 0980392
zyld[3. 9254998 |
0|2.55 |
K23 |
<< Tak. [ ]ohje
L ) y
/ \\
r AR N .
p=1 .D,?l—FE!gE_—? -7 & = 4 3 = 1 n? E s E e g 10
Ala=h. 0 392 Y Y18=3. 92E+998
| O
Rad Real I
3. Todennidkéisvyvs on hvvin pieni, koska 36 kuukautta on wli viiden hajonta—askeleen
paassa keskiarvosta. Todennakéisvys on n. 0, 000017%.
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B2-0sa

© vastaa kolmeen tehtavaan.

10. Hirsitalo painuu kokoon ' 12 p.

Hirsitalon rakentamisessa pitda huomioida, etta rakennus painuu kokoon muutaman vuoden ajan. Tama
tehddan jattamalla rako eli niin sanottu painumavara esimerkiksi ovien ja ikkunoiden paalle. Erds uuden
hirsitalon omistaja arvioi, etta hirsien painumista tapahtuu kahdeksan vuoden ajan ja vuotuiset painumat

muodostavat geometrisen lukujonon. Hanen talonsa painumavara on 6,0 cm.

1. Auta talon omistajaa esittamalla geometrinen lukujono, joka kuvaa talon vuosittaista painumista.

Lukujono tayttaa seuraavat ehdot:

o Ensimmainen jasen kuuluu valille [2,0 cm; 3,0 cm].

o Kahdeksan ensimmaisen jasenen summa S kuuluu valille [5,0 cm; 6,0 cm].

Iimoita vastauksessa lukujonon suhdeluku ¢ ja osoita laskulla, ettd summa S kuuluu vaaditulle vélille.

8p.)

2. Piirra pylvasdiagrammi kahdeksan ensimmaisen vuoden vuosittaisista painumista. (4 p.)

Rekurs [Eksplis|

anE=0. 4618

anE=0. 46"n+6

n anE ZanE
I 1 2.76 2.76
2 1.2696 4. 0296
3 0.5840 4.6136
4 0.2686 4, 8823
5 0.1236 5.0058
6 0.0568 5.0627
7 0.0261 5.0888
I 8 0.0120

5.10086455374812

BIEE

Valitsemalla q=0, 46 on ensimmadainen painumista kuvaava lukujonon jasen 2, 76cm ja

kahdeksan ensimmadisen lukujonon jasenen summa n.

5, 10cm. Molemmat ehdot tayttyvat.

10

CASIO. 0



Lyhyt matematiikka, kevat 2023

11. Reunapalat 12 p.

Tuhannen palan palapelin koko on 70 cm x 50 cm. Arvioi, kuinka suuri osuus paloista on reunapaloja.

Kirjoita nékyviin, mita oletuksia arvioinnissasi teet.

Oletetaan palojen olevan nelibn muotoisia ja samankokoisia.

keskimairin (cm 2 )

70x50/1000

ja tallaisen nelibn sivun pituus on (cm)

v3.9

Nailla oletuksilla reunapalojen maara olisi

70 ... 50-2%1.87
T T AN WY

Reunaalojen osuus kaikista paloista olisi siis noin 12, 4%.

12. Peruskoulujen lukumadra Suomessa 12 p.

Aineisto

12.A  Taulukko: Peruskoulujen lukumaara

Tallgin vhden palan koko on

3.5

1.870828693

124.342246

Peruskoulujen lukum&éra Suomessa vuosina 2005-2020 on esitetty taulukossa 12.A.

1. Piirrd diagrammi, joka esittaa peruskoulujen lukumaarat vuosina 2005-2020. (2 p.)

2. Sovita aineistoon regressiosuora y = @ + bz, kun vuosi on z-akselilla ja peruskoulujen maara

y-akselilla. Selitd sanallisesti kertoimien a ja b merkitys. (4 p.)

3. Sovita aineistoon regressiosuora kayttaen vain vuosien 2005-2008 peruskoulujen lukumaaria. (2 p.)

4. Arvioi kummankin mallin perusteella vuosi, jolloin peruskoulut haviavat Suomesta. (4 p.)

12.A Taulukko: Peruskoulujen lukumaara

Vuosi | Peruskoulujen maara 2013 2576
2005 3347 2014 2498
2006 3180 2015 2397
2007 3067 2016 2339
2008 2988 2017 2276
2009 2889 2018 2234
2010 2785 2019 2189
2011 2719 2020 2130
2012 2644

Lahde: Tilastokeskus. www.stat.fi. Viitattu: 15.1.2022.

10 CASIO.
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3500

Enn

Lineaarinen regr u
T Y]
a=3384.7794
b=-78.27941
r=-0.991592
r® = 0.9832548
MSe = 2534. 3718 v |

b on vuotuinen keskimaarainen koulujen vahenimismaara ja a on koulujen lukumaara vuonna
2003. Supistetulle aineistolle regressio nayttaa talta:

CASIO.
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SaULH

Lineaarinen regr 4 ]
(e [v]

a= 3562

b=-119

r=—0.986467
r2=0.9731175
MSe = 978 7]

Koko aineiston mukaan peruskoulut havidisivat
solve (0=3384. 7794-78. 27941x, x)

{x=43.23971527}
43. wuotena tilastoinnin kuvaajan pwystvakselista vuodesta 2003 eli vuonna 2046.

Supistetun aineiston mukaan peruskoulut haviaisivat
solve(0=3562-119x, x)

{x=29.93277311}
29. wvuotena vuoden 2003 jilkeen eli vuonna 2032.

CASIO.
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13. Kuvaajat ja derivaatta 12p.
Funktioista f ja g tiedetdan, ettd f(0) = 0ja g(0) = 5 sek

2<f(2)<3  ja  1<g(z) <2
kaikilla .

1. Oletetaan, etta funktioiden f ja g kuvaajat ovat suoria. Perustele graafisesti tai laskemalla, etta
4<f(2)<6ja7<g(2)<9.(6p)

2. Oletetaan, etta funktioiden [ ja g kuvaajat eivat valttamatta ole suoria. Mitka seuraavista tilanteista ovat
mahdollisia:

o f(2) =g(2)
o f(2) <g(2)
o f(2) > g(2)

Voit hyddyntaa perustelussasi seuraavaa tietoa:
Jos kahdella funktiolla on sama arvo kohdassa 0 ja toisen funktion derivaatta on suurempi valilla [0, 2],
niin tdman funktion arvo on suurempi kohdassa 2. (6 p.)

1. Funktion f kuvaaja on origon kautta kulkeva kasvava suora, joka kasvaa wvahintaan
kulmakertoimella 2, joten f(2) = 0+2%2 = 4. Toisaalta, kasvu on enintdan
kulmakertoimella 3, joten f{(2) < 043%2 = 6. Siis, 4 < f(2) =< B.

Funktion g kuvaaja kulkee pisteen (0, 5) kautta ja sen kulmakerroin on pienimmillddn 1 ja
suurimmillaan 2. Kuten edelld, g(2) 2 5+2%1 = 7 ja g(2) £ 5+2%2 = 9. Yhdistdmalla
saadut ehdot saadaan 7 < g(2) =< 9.

2. i) Ensimmainen vaihtoehdoista ei ole koskaan mahdollinen, koska f(2) on suurimmillaan
6 ja g(2) on pienimmilladn 7. Se, ettd kyseessd ei valttamattd ole suorat, ei vaikuta
arvioon.

ii) Toinen wvaihtoehdoista on aina tosi perustelun i) nojalla.

iii) Kolmas vaihtoehdoista ei ole koskaan mahdollinen perustelun i) nojalla.
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1. Grafiikkalaskintoiminto ClassPad Math

Edistaa tietojen sailymista auttamalla ymmartamaan kuvaajien ja j k ja ominaisuudet vi

Laskutoimitukset ja muodot voi renderoida yksinkertaisilla toiminnoilla, jotka lyhentavat taululle kirjoituk kuluvaa aikaa ja tehostavat oppitunteja
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a+P+y=180.00

O
2 v Angle
ZABC(@) 55.34°)

ZACB(S) 44.55°)

ZBACH) 80.11*

~ Expression
a+B+y

180.00

Kaavojen syt erilais i ittamis Muotoja voi piirtas helposti Kisin ki i

Kaavat ja lauseet voi tarkistaa vi ja, miki tehostaa tiedon ymmartimisti ja séilymista
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Kuvaajat Tilastot
/aajia voi piirtaa sybttamalld ne Kasin kirjoi tai kaavoina Tilastolliset laskut ja tilastolliset kuvaajat voi ndyttaa syottamalla numeroarvot
Kaavat ja lauseet voi tarkistaa kuvasjia, miks tehosta tiedon ymmértamists ja sailymists Monimutkaiset kaaviot voi piirta3 helposti, mika vshents4 taululle ikaa ja toimintaa
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Tietokonealgebrajarjestelma (CAS) Edistynyt tilastolaskenta
CAS on ohjelmisto symboliseen laskentaan. i edit ita kuten testi, intervalli, jakauma ja kaanteinen regressio
Simple Interest Day Count
Days 730 di 2022110125 X
" 5000 [

N
El -

Talouslaskelmat
Erilaisia talouslaskelmia voidaan tehda

Kisinkirjoituksen tunnistus
Kaavoja ja funktioita voi kirjoittaa kasin
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