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Hyva lukija,

Kasissdsi on kevaan 2014 pitkan matematiikan yo-koe, joka on ratkaistu ClassPad fx-CP400 laskimen
tietokoneohjelmalla ClassPad Manager. Ohjelma toimii juuri samalla tavalla kuin laskinkin, joten toisen
kdyton osaaminen takaa toisenkin kdaytén osaamisen.

Manager -ohjelma sopii erinomaisesti tallaiseen tyoskentelyyn ja sillda on helppo tuottaa ruudun-
kaappauksia laskuista, kuvaajista, diagrammeista, taulukoista, jne. Oikean hiiren napin valikossa on valmis
komento sieppauskuvan ottamiseksi. Manager-ohjelma on mukana YTL:n kokeiden sahkdistamis-
projektissa, joten opiskelijat voivat kayttaa sita tulevaisuudessa vastatessaan sahkdisissa yo-kokeissa.

Vastaustapa vuoden 2019 kokeissa on naillandkymin samanlainen kuin tdssa vihkossa kaytetty —
perusteluja ja ruudunkaappauksia yhteen dokumenttiin tallennettuna. Tata vihkosta voi siis perustellusti
pitdd yhtena mallina sahkoisen kokeeseen vastaamisesta.

Kevaan 2014 kokeessa oli joitain uudentyyppisia tehtavia, kuten lapsuudessa Legoilla rakentaneita
ilahduttanut jokeritehtava 14 ja derivaattafunktion kuvaajaan perustuva funktionmuodostustehtava 11.
Mukaan oli otettu hienosti myos kolmiulotteista geometriaa niin vektorien kuin tason normaalimuotoisen
yhtdlénkin muodossa.

Alkupdan tehtavat eivat tuoneet vaatimustasoltaan kovinkaan paljon muutoksia aiempiin kokeisiin, vaikka
niissa olikin derivaatan ja funktion valista yhteytta tutkiva tehtava 2. Uskon silti pisterajojen hieman
putoavan viimeisten vuosien tasosta, jolloin yhden pisteen menetys uhkasi jo ylimman arvosanan saamista.

Tama ratkaisuvihkonen on tarkoitettu niin opettajien ammattitaidon kehittamiseen kuin opiskelijoidenkin
tukimateriaaliksi. Mita kevaalla 2014 kysyttiin, miten symbolisella ClassPadilla voi laskuihin tarttua, kuinka
niita voi hahmotella tai tarkistaa? Uskon tasta olevan hyotya myds kirjoituksiin tulevaisuudessa
valmistautuville abeille kertauksen yhteydessa.

Lisaa tukimateriaalia on Casion kotisivuilla

http://www.casio-laskimet.fi

Sivun ”"Ajankohtaista” —palstalla on mm. linkki toisen asteen opinnot kattavaan suomenkieliseen kirjaan ja
lukion kursseja tiivistetysti esittelevaan YouTube-kanavaan. Sivuilta I6ydat myds aiempien yo-kokeiden
ratkaisuja, ideoita ryhmatoihin, laskinesittelyja ja tietoa tulevista tapahtumista.

Ystavallisin terveisin,

Espoossa 19.3.2014 7374& Pa«éova«ma«
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Pitka matematiikka, kevat 2014

1. a) Ratkaise yhtdlo 7(x—3)+1 =x’—1- (xz —1],

b) Milld muuttujan x arvoilla lauseke x(5—8x) saa positiivisia arvoja?
2 42 2 42
. = -b —b .
c) Sievenna lauseke a g & , kun a#b ja a#—b.
a—bh a+b

Tehtava 1. Laskut ovat suoraan ClassPadilla laskettavia. Kdyttajan ei tarvitse kirjoittaa alla nakyvia
komentoja ”solve” tai “simplify”, vaan laskin tdydentda ne kdyttdjan puolesta.

Tama onnistuu kirjoittamalla ensin lauseke tai yhtdlé, maalaamalla se kosketuskynalla ja valitsemalla
interaktiivisesta valikosta haluttu toimenpide:

£ Muock Toiminto Interakt £ Muck Toiminto |Interakt solve
e[ b Jikasme] [« [ ]+ | 4] &r [HiMouemos e
| Lisatoim ¥ . \ n .
x(5=8x) >0 [ & [|H][x (582 > ([ ’ _ Ratkaise numeerisesti
Kompleks V[ || Yhtals: b (5=8:0 >l
Luett Wl |l Muuttuja: x |
Matriis b
1|.f|al:tt:|ri 4
Yhtalo/Epfy s
Ayustaja | dSolve |
G somars o
: ; — Talous exchange . J
\Matd e | ™ | ym | x | » || Met] ||LinDefine | eliminate (Mot fine| @ |vE | & | »
rHat.z Define| f . i | oo rMat.z Define| f EahsExpand rMat.z ™ | e® | I |loggd| YOI
Mat.3 a0 Mat.3 andConnect || | pat 3 ——
}—i solvel | dS]v &2 1 M—i solvel | dS]v getRight H—i W | x %™ {log,(W)| solve(
Tr Tr Tr
TS To o o -2 T 5 | ¢ etet "8 w0 fobms] = | <3 | O
Yar Yar Logiikk ol Yar
T = = = * £ | ? < = f ? sin | cos | tan | ° d |
,|+l%[% vas|EHE ,|+|%[%|uas|ﬂﬂ£ ,|+|%I%|vas‘£1ﬂ£
Alg Tarkka Real Rad = (|| Alg Tarkka Real Rad = dm||Alg Tarkka Real Red = (m

£ Muok Toiminto Interakt Huomaa, etta voit halutessasi jakaa c-kohdan
["ﬁ%l&’lfﬁﬂlﬁml% 'IH:L "_: osoittajat ensin tekijéihin:
solve('?-(x—3)+1=x2—1—(X2—1),X) n
=2} |
factor(az—bz) ﬂ
solve (x+ (5-8+x) >0, x)
(a+b) + (a=b) .
{0()((2}
8
2_32 2_32
. . a“=b< a°-b
simplify ( a=b t atb
2+a
Vastaus: a) x = 20/7 b) 0<x<5/8 c) 2a
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2. Taulukon ylarivissa ovat funktioiden f(x), g(x) ja h(x) kuvaajat. Alemmassa rivissd on
viiden eri funktion kuvaajat. Nididen joukossa ovat myds derivaattafunktioiden f"(x),
2'(x) ja H(x) kuvaajat.

Funktio f(x) Funktio g(x) Funktio A(x)
¥ ¥ ¥
X X X
Kuvaaja | Kuvaaja 2 Kuvaaja 3 Kuvaaja 4 Kuvaaja 5
.}'I "L-' f\)l .!’ .-F
X X X X X

Tehtdva 2. Symbolisella laskimella voi tutkia tehtavan kaltaiset yhteydet funktion ja sen derivaattafunktion
valille, kunhan osaa muodostaa peruspolynomifunktioiden kuvaajat. Tarkkoja funktioiden lausekkeita ei
tarvita, vaan riittda hahmotella samankaltaisten funktioiden kulku.

Kuvaajat saa piirrettyd raahaamalla halutun lausekkeen koordinaatiston paalle. Alla olevissa kuvissa
funktioiden kuvaajat ovat siniselld ja vastaavien derivaattafunktioiden kuvaajat punaisella.

£ Muok Zoom Analyysi ¢ £ Muok Zoom Analyysi # £ Muok Zoom Analyysi &
T B |a|mlml._@|@|u[ wele |a|EEIE|_@|@|b_][ 4 |§|EEIE|--@|@|I’_\._I[
Define f(x)=-x2 Define g(x)=x°-x Define hix)=x-1
done done
Lo < (500 ;—x(hﬁx”

3-x -1

1
0 / 0 0
/] B o

¥ at* v af” at¥

5t 3t gt

2t 2t gt

- it 3
| | | | | | | | | | | | | L x | | | | | | | | | | | L X | | | | | | | | | L X
TE 54372 BN\ 29 4567 TESAI2JgFL 234567 TE5A82 o/l 23456867

-zt -z} .

-5t -3t -z

- -a -a

Rad  Real (| |Rad Real (| |Rad Real -
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Vastaus:

Funktio f(x) g(x) h(x)
Derivaatan kuvaajan numero 4 1 3

3, a) Kayrat y=6xz+ 3x4+% ja y=3x" sekd suorat x=1 ja x=2 rajaavat tasoalueen.

Laske sen pinta-alan likiarvo kahden desimaalin tarkkuudella.
1
b) Mairitelldan funktiot f(x)= x°=3x ja g(x) =E f(2x), kun xeR. Laske derivaatta
g' (.
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Tehtdva 3. a) Hahmotellaan tehtdvan tilanne ClassPadin Kayra&Taulukko -sovelluksessa. Maarataan

piirtoalue valille [1, 2] ja sovitetaan kdyrat y-akselin suunnassa ikkunaan. Kayrilla ei ole leikkauspisteita.

Lasketaan kysytyn alueen pinta-alan likiarvo kahden alueen pinta-alojen erotuksena:

£ Muok Zoom Analyysl e (%]|| & Muok Zoom Analyysi + (%]|| & Muok Toiminto Interakt (%]
BEEEBREE AR EEREE LIRS NN
Arkki1 | Arkki2| Arkki3| Arkkid | Arkki5 | Arkki1|Arkki2 | Arkkia | Arkkid | Arkkis | 33.29314718-18.6
H}’l=6'x2+3'x4+% I—1u H}rl=6-x2+3-x4+% |_1u ':l 14.69

n }r2=3_x4 — n Y2=3'X4 —1

[J¥3:0 [O¥=:0

[v4:0 [v4:0

[l¥5:0 [¥5:0

[1y6:0 82| |(1ve:0 2 [v]

=

Rad  Real (I

Rad Real |

Real Rad

Desim.

Alg

Vastaustarkkuuden kysyttyyn kahteen desimaaliin voi muuttaa asetuksista Perusmuoto -> Numeromuoto -
> Korj. 2. Vastaustarkkuuden voi vaihtaa erilaiseksi vaikka jokaiselle laskuriville.

Sama tehtdva voidaan laskea paasovelluksessa algebrallisesti esim. integoimalla kdyrien erotusfunktiota:

I £ Muck Toiminto Interakt & Muok Toiminto Interakt (%]
) Eptm, Integraall | (€] o [iafsme] o [ TRl o T | (€] e [l siwe o [+ TR/ T
@ Wdrstty O Numesrin, Bex2+3.xds L g4 4] Bex2+3.xdsl gl &
Lauseke! Bex" (2)+((1) | X *
H.I.l‘t‘tLIjB= |X | 6¢X2+i 5¢X2+%
Ala: 1 | 5 5
: 2.1 2.1
Yla: 2 | Bex 4+ -dx Bex e+ -dx
1 X 1 X
InC2)+14 14.69
b & o ]
Mat.d [Line| = | v& | z | » Arkhi1| Arkki2 | Arkki3 | Arkkid | Arkkis | Arklel1 | Arkki2 | Arkki3 | Arkkid| Arkki5 |
Mat.2 ™| &®| In loggl O n}rl=ﬁ-x2+3-x4+% |—1u E}rl=ﬁ-x2+3-x4+% |—1u
% (| xE ™ [log()| solve( H }r2=3_x4 |—1l H }r2=3_x4 |—1.
Tr
- g BO0 |toDMS| {M| | {3 | C¥3:0 [wa:0
ar
abe sin | cos | tan | ° ¥ Cy4:0 [ya:0
[¥5:0 [¥5:0
L
Y % | G fves [B€ |60 8| [1ye:o [v]
Alg Tarkka Real Rad | | Alg Tarkka Real Rad | | Alg Tarkka Real Rad (i
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b) Madritellaan funktiot f ja g laskimeen. Derivoidaan funktio g(x). Tdma on helpointa, kun maalataan
funktio g(x) ja valitaan interaktiivisesta valikosta “Derivaatta pisteessa”.

Viimeisissa kahdessa kuvassa laskuun on sisallytetty enemman valivaiheita. Nakyvilla on funktion g(x)
lauseke, sen derivaattafunktio ja derivaatan arvo pisteessa. Tilanne on esitetty myos graafisesti.

£ Muok Tolminto Interakt £ Muok Tolminto [Interakt diff
u&%] &'Iiﬂn[ilﬂmlﬂxf v |4 7E nér%] dhy }: ruur;:m : () Derivointi
Lisétoim ’ o )
Define f(x)=x3-3x 0|l Detine £ | Eoskenta Jamt ||| © Deriv. pisteessd
e Kompleks | impDiff Lauseke: 8(x) |
. 1 . Luett  |[ Muuttuja: % |
Define g(x)-ifﬂx} Define g patriis | lim Jirjest: Il |
done :I:l:tTrlEp ﬁ Arvo: b |
alay/
0 () o
Avustaja |rangedppoint
Jakauma/H mod
¥ | .
! — Talous | viiva || —— :
? Matd | [ine| = | /B | = Y :HHU Lin/ Define | fMin/fidax Pl Mat.d |ljne = | vE | = ¥
Mat.2 Definel f g 5 . Mat.2 Define| f ged/lem L Mat.2 o ot In |loggll .\,"ﬁ
[ Mat.3 e | Mat.3 [murto-0sa___ )|/ yat.3 —1—
L lselvel | dSIv {821 1 L lselvel | dSIv R LN | x® | ™ (logw(l)|solve(
Tri Tri Tri
f_g < » Y| £y | [1] \—g 4 » Y|ty | [1] >—EIDDWDMS{E £ty ] Q)
Var Yar Yar
? = = = * 4 | "? £ = = * 4 | "? sin | cog | tan | ° & |
,|+|EE[% vas|E1{E ,|+‘%[% vas|E1{E ,|+|%[%|uas|£l{}:

Alg Tarkka Real Rad = m| Alg Tarkka Feal Rad = @m| Alg Tarkka Real Rad = (@

£ Muok Toiminto Interakt £ Muok Toiminto Interakt & Muok Zoom Analyysi
‘o] e s [ T | [2a] o [l [ [ [ e ea]eB] @] [ -
Define f(x)=x3-3x || ||Define f(x)y=x3-3x 4 ‘0
done done g(x)
_ 1 _ 1 8-x3-6-x
Define E{x)—ff{Zx) Define g(x):Ef(2x) 2
done done di (gix))
diff (2(x), %, 1, 1) diff (g(x), x, 1, 1) X
g 9 12-x%-3
0 B || simplity ¢z (x)) L [
Matd [Line| ™ | v@ | z | » ex3-gux b ||[7=Bx"8-6-x) 12f¥
o — : (1,1)
I:“-; Define| f g i 20 d%(g(x)) ' ' Fayil (1,11
| Met-8 leove([asiv| * [{®E] | 2 -
Trig 12:x%-3 TT1° T 1
| 4 ¥ ) {1 [1]
Var ans | x=1
3’? = = = * £ 9
,|+l%[% vas|EHE O [+ ]

Alg Tarkka Real Rad = @m||Alg Tarkka Real Rad | (@

Vastaus:

a) N. 14,69 pay b) 9.
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4. Milla vakion a arvoilla yhtadlolla ax* —5x+2 =0 on tismilleen yksi juuri?

Tehtava 4. Joko kyseessa on toisen asteen

polynomifunktio (a # 0), jolloin yksi juuri saadaan kun

diskriminantti on nolla tai sitten kyseessa on ensimmaisen asteen polynomifunktio (a = 0), jolla on yksi juuri

x =2/5.

£+ Muok Toiminto Interakt

51 | b |10 sime |1 ¢ | 44

Y -

solve (a-xz—ﬁ-x+2=0 . X)

—(V-8-a+25-5) __V-8-a+25+5

o

solve(—8-a+25=0, a)

2+a

}
}

2+a

{

25
~ 8

Vastaus: Kun a = 0 tai a = 25/8, yhtalolla on tasmalleen yksi juuri.

5. Ympyrd sivuaa suoraa 3x—4y=

0 pisteessad (8,6). Lisdksi se sivuaa positiivista x-akselia.

Maarita ympyran keskipiste ja sade.

Tehtdva 5. Tehtavaa voi mallintaa Geometria-sovelluksen avulla, jolloin ratkaisulle saadaan likiarvo.

& Tied. Muok Naytd Piirrd

# Tied. Muok M&ytd Piirrd
AT

151

Annettu suora

(8.00,6.00)

Sade CD: 3.33
(10.00, 3.

Kulmanpuolittaja y=0.3333-x

y=0.T75x Annettu suora y=0.75+x

~ (8.00,6:.00)

33)

15

] i

Koska ympyréan keskipisteen D etdisyydet

ympyraélle origosta piirretyistd tangenteista (x-akseli ja annettu

suora) on sateen verran, sijaitsee keskipiste D kulman CAB puolittajalla. Lasketaan keskipiste D
kulmanpuolittajan AD ja annetulle suoralle pisteeseen C(8, 6) piirretyn normaalin leikkauspisteena.

8|Sivu
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Edellisissa kuvissa tehtava on tehty Geometria-sovelluksessa graafisesti. ClassPad konstruoi sekd
kulmanpuolittajasuoran etta pisteen C kautta piirretyn normaalin. My6s niiden leikkauspisteena saatavan
ympyran keskipisteen D likiarvo saadaan Geometria-sovelluksessa.

£ Muck Toiminto Interakt

13ex=4-3| _ |¥l ]
solve = W ¥
V32442 12
_X
[y=-3*x.s—3}
solve (3+x—4.v=0, ¥)
_ 3
{’“' 4 }
normal[ﬁ, X, 8]
=d-x 50
3 T3
_—dx 20
¥="g '3
y=%
3 X, ¥
- 10
{x-]l], V=13

nﬂ%[ﬂ]?'ljliilllﬁimplﬁ_"? v]-"a':?' J

Alg Tarkks Rezsl Rad

i

Viereisessa kuvassa sama tehtava on ratkaistu Paasovelluksessa
algebrallisesti.

Tarkan kulmanpuolittajasuoran yhtalon laskemiseen voidaan valita
siltd D mielivaltainen piste (x, y), jonka etdisyys kummastakin
tangentista AC ja AB asetetaan samaksi. Hylataan laskeva suora,
koska silloin ympyra ei tayttaisi enda tehtavan kriteereita.

Laitetaan annettu suoran yhtalo ratkaistuun muotoon.

Annetulle suoralle AC lasketaan pisteeseen x = 8 piirretyn
normaalin yhtalo.

Lopuksi lasketaan yhtaloparilla saadun normaalin ja
kulmanpuolittajan leikkauspisteen D koordinaatit. Ympyran sade
saadaan suoraan y-koordinaatin arvosta.

Vastaus: Keskipiste on {x=10,y=10/3} ja sdde on 10/3.

2
6. Olkoot a,q,,...,a, reaalilukuja. Milld muuttujan x arvolla summa (x—c'ﬁ} +ot(x—a,)

on mahdollisimman pieni?

2

Tehtava 6. Soveltuu paremmin ratkaistavaksi paperilla.

7. Saddnndllisen tetraedrin muotoista noppaa heittamallad voi saada silmaluvuksi 1, 2, 3 tai 4.
Nama ovat kaikki yhtd todenndkdisid. Pelaaja heittdd yhtd aikaa tetraedrin muotoista ja
tavallista noppaa ja laskee silmdlukujen summan.

a) Maarita kaikkien mahdollisten silmalukujen summien todenndkdisyydet.
b) Maarita silmalukujen summan odotusarvo.

Tehtava 7. Tehtadva voidaan miettia esim. tekemalla 4 x 6 —ruudukko, jonka nurkkiin lasketaan pistelukujen
summa. Mahdollinen pistelukujen summien arvojoukko on {2, 3, ..., 10} ja vastaavat frekvenssit ja
pistetodennakoisyydet on taulukoitu ClassPadin Taulukko —sovelluksella.

Sinisella merkityn sarakkeen alle on laskettu odotusarvo, joka voitaisiin perustella suuruusjarjestykseen
asetettujen arvojen luettelon keskimmaiseksi arvoksi myos jakauman symmetrian perusteella.

Oikeanpuoleisessa kuvassa on lisdksi silmadlukujen summan jakauma graafisesti:
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A B © D
1 |Arvot Frekvenssit Pistetn Arvo x Frekv. o
2 2 1 0.0416667
3 3 2 0.0833333
4 4 3 0.125 _ _
5 5 4 0.1666667
6 6 4 0.1666667
T 7 4 0.1666667
8 8 3 0.125
9 9 2 0.0833333
10 10 1 0.0416667
11 |Summat: 24 1
12 Odotusarvo: 6
=D11/B11 [v[X

Vastaus: a) Arvojoukkoa {2, 3, ..., 10} vastaavat pistetodenndkoéisyydet vastaavassa jarjestyksessa ovat
1/24,2/24,3/24,4/24,4/24,4/24, 3/24, 2/24 ja 1/24. b) Odotusarvo on 6.

8. Lasersiteelld osoitetaan pisteestd A(1,—2,3) vektorin # =2i —j =3k suuntaan. Toisella
siteelld osoitetaan pisteesta B(9,—1,—12) vektorin ¥ =—i —2/ +3k suuntaan. Nayti, ett3
sateet leikkaavat toisensa, ja maarita niiden leikkauspiste.

Tehtava 8. Tehdaan molempien lasersateiden kautta kulkeville
suorille vektorimuotoiset esitykset ja merkitddan ne samoiksi,

£ Muck Tolminto Interakt

S b [l [ [ V]

[1 -2 31+sx[2 -1 -3] 4]
[Zezn+]l —5—2 —3-5+3] [

[9 -1 -121+x[-1 -2 3]
[—t+9 —2+t—1 3-t-12]

2est1=—t40

—g—2=—2+t—1

~3+5+3=3t—12|g, ¢

jolloin vektorien komponenttien yksikasitteisyyden vuoksi
saadaan ratkaistavaksi yhtaloryhma.

Yhtaléryhman ratkaisu voidaan sijoittaa kumman tahansa suoran
vektorimuotoon leikkauspisteen laskemiseksi:

Vastaus: Lasersateet leikkaavat pisteessa (7, -5, -6).

CASIO {s=3, t=2}
Casio Scandinavia AS [1 =2 3]4s%x[2 =1 =3]1[s=3
Laskuissa mukana ClassPad IT fx-CP400 L7 =5 -6]
toisen asteen epintoilin [9 -1 -12]+x[-1 -2 3]|i=2
[7 =5 -6B]
P
A
alg Tarkka Feal Rad (i

Norjalaisen matemaatikon Tor Andersenin tekema kirja
ClassPadin kaytosta toisen asteen opinnoissa koostuu
keskeisimman oppiaineksen esimerkeista. Lataa kirja

ilmaiseksi osoitteesta www.casio-laskimet.fi !
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9. Taso x+2y+3z =06 leikkaa positiiviset koordinaattiakselit pisteissa 4, B ja C.
a) Maaritd sen tetraedrin tilavuus, jonka kdrjet ovat origossa O seka pisteissa 4, B ja C.
b) Maarita kolmion ABC pinta-ala.

Tehtdva 9. Asettamalla vuoronperaan kaksi koordinaateista nolliksi saadaan tason yhtadlosta ratkaistua
kolmannen koordinaattiakselin ja tason leikkauspisteet (vasemmanpuoleinen kuva).

Tetraedrin tilavuus on 1/6 vastaavan suuntaissarmion tilavuudesta (keskimmainen kuva).

Kolmion pinta-ala on helpointa laskea vektoreiden avulla. Valitaan kolmion virittdjavektoreiksi esim. y-
akselin ja tason leikkauspisteesta lahtevat kolmion kylkivektorit. Kolmion ala on puolet virittajavektorien
ristitulon pituudesta (oikeanpuoleinen kuva).

& Muok Toiminto Interakt & Muok Toiminto Interakt £ Muok Toiminto Interakt
e [ealsm] s [ [T | (il b [afsm]e [T | il Talsw] [ TOTT
x+2y+32=6| {x=0, y=0} B (|1 (axsxs) |16 -3 013u a8

3ez=6 6 [6 -2 0]
solve (ans, ) N & [0 -3 2]V

{z=2} [0 -3 2]
x+2y+3z=6| {x=0, z=03} crossP (u, v)

2.v=86 [-6 =12 =18]
solve(ans, v) i norm (ans)

{v=3} : Bv14d
x+2y+3z=€|{y=0,2z=0} Metd fine = | yE | @ * ans/ 2

0N | Mat2 "o o i [loga| T | 3-v1a

5] | Mat.3

W | %2 | x |loge(W)|solve(| | ||D

LTy
"8 o0 Jropms| = | <3 | O
Yar
i sin | cos | tan | ° 3
abc

v|+.%.%|VES|E){E

Alg Tarkka Real Rad | | Alg Tarkka Real Rad | | Alg Tarkka Real Rad (i

Vastaus: a) 6. b) 3v14.

Huomautus: Kayttdjan ei tarvitse kirjoittaa laskuissa kaytettyja komentoja itse. Esimerkiksi ylapuolella
vasemmanpuolimmaisessa kuvassa on kdytetty interaktiivista valikkoa ja sieltd kohtaa
Yhtal6/Epayhtalo - > Solve.

Oikeanpuolimmaisessa kuvassa on ensin nimetty vektorit u ja v. Taman jalkeen interaktiivisesta
valikosta on haettu Vektorit -> CrossP, jonka jalkeen laskin kysyy kahta vektoria. Ndiden paikalle voi nyt
kirjoittaa u ja v, jolloin laskin muodostaa kaskyn crossP(u,v) ja ratkaisee ristitulovektorin.

Koko ClassPadin ajatus onkin helpottaa laskimen kayttoa niin paljon kuin mahdollista. Kdyttadjan pitaa
tietdd, mita han haluaa laskea. Kayttdjan ei tarvitse tietda komentosarjojen oikeinkirjoitusta. Ndin
padpaino opetuksessakin voidaan pitdaa matematiikassa laskimien tukiessa sita luontevasti.
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10. Juustoa myyddan suoran ympyralierion muotoisessa pakkauksessa. Lierion korkeus on 4 ja
sen pohjan sdde on . Juusto |leikataan ensin pystysuorassa suunnassa kahteen yhta suureen
osaan. Toisesta puolikkaasta |eikataan vinosti kuvion osoittama pienempi pala, jonka korkeus

on h. Laske tdmén juustonpalan tilavuus integroimalla.

<http://www.valio.fi/tuotteet/juustot/valio-oltermanni>. Luettu 12.3.2013.

Tehtava 10. Lasku voidaan tehda integroimalla tehtavassa annetun
kuvan mukaisen x-akselin suunnassa juustopalasta, jolloin x-akselia
vastaan kohtisuoran poikkileikkauksen pinta-ala A(x) on
suorakulmio ja integroimisvali [0, r].

Poikkileikkauksen kannan puolikas saadaan Pythagoraan lauseella
suorakulmaisesta kolmiosta, jonka sivuina ovat r ja x.
Yhdenmuotoisista kolmioista (kk) saadaan verrantoyhtalo
poikkileikkauksen korkeudelle.

2

2hr
Vastaus:

1215000 CASIO.

& Muok Toiminto Interakt
b [afsw]e [ o
Define A(x)=2 r2—x2x§h B
done
-
f AG)dx [ 750
0
Gehor 2
2
0 2
IHﬂt-z Define. f 8 i o8
Mat.3 : w0
:,_i solve(| dSlv &E| |1
Tri
K B < . ()Y [ {}y [ L[]
Yar
= 2 = * £
abc
v|*|%|% vas|E}lE
Alg Tarkka Real Rad = @@




11. Allaon funktion f derivaattafunktion kuvaaja y=f"(x). Liséksi funktio f toteuttaa ehdon

f(0)=0.

a) Kirjoita derivaatan f”(x) lauseke paloittain mééariteltyna funktiona valilla 0<x <4,

b) Muodosta funktion f(x) lauseke paloittain maariteltynd vililld 0<x<4.

¢) Madrita funktion £ suurin ja pienin arvo vililla 0<x<4,

Tehtdva 11. Muodostetaan ensin funktion f'(x) lauseke paloittain, jonka jalkeen integroidaan

osalausekkeet ja tutkitaan integraalifunktion ominaisuuksiin liittyva jatkuvuusehto vakion maaraamiseksi

kohdissa x =1 ja x = 2.

& Muok Toiminto Interakt & Muok Toiminto Interakt
i | o fasme| [+ [ ] ¥ | (] e i sme [ v [ ] +) a
X, 0=x<1 2 1
Define £ (x)=11,  1€x<2 S, 0=x<1
—x+3, 25xs4 Define f(x)={x+C, 1£x<2
done )
O —’2‘ +3+x—-2+C, 2<x<4
f xdxc+Cl
0 done
2 2
X p.Sull SRV
T+Cl solve 2 +2+C—U|X—U,C
0 _ 1
f 1dx+C2 {C-‘E}
2
x+C2 XT 0<x<1
d
f e 3dxHC3 Define f(x)={x-7, 1<x<2
2 —x2 5
b4 o o,
T+3.X+C3 5 +3-x 2,2£x54
2 done
solve[ lim %+Cl]= lim (x+C2) ,Cl] f(0)
x>1 x>1 0
{(:1=cz+l‘1l £(3)
2
2
—x2
solve| lim (x+C2)= lim | ——+3-x+C3],C3 f(4)
x>2 x>2 3
{C3=C2-2} 2
Alg Tarkka Real Rad am| | Alg Tarkka Real Rad ]

Vakio C saadaan ehdosta f(0) = 0. Koska funktio on integraalifunktiona jatkuva, saa se suurimman ja

pienimman arvonsa valin paatepisteissa (kuvasta x = 0 tai x = 4) tai vastaavalle avoimelle vilille kuuluvissa

CASIO
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derivaatan nollakohdissa (kuvasta x = 3).

Vastaus: a) vasemmanpuoleisen kuvan ylin paloittainmaaritelty funktio, b) oikeanpuoleisen kuvan
alimmainen paloittainmaaritelty funktio ja c) suurin arvo on 2, pienin arvo 0.

Tiedottaa
Tukee ‘ Y -
T
www.casio-laskimet.fi

12. Funktion f(x) derivaatan likiarvoja pisteess x, voidaan laskea lausekkeen

g+ M= flx)
h
avulla, kun #>0 on pieni. Oletetaan, ettd f(x)=sinx, x,=0,5 ja h=10"7, kun

P=3,...,10. Mikd naistd p:n arvoista antaa parhaan likiarvon luvulle f'(xﬂ]? Tehtédvassa

muuttujan x yksikkd on radiaani.

Tehtava 12. Lasketaan ensin derivaatan tarkka arvo ja laskimen antamalla tarkkuudella likiarvo. Verrataan
siihen erotusosamaarasta saatuja likiarvoja.

& Muck Toiminto Interakt £ Muck Toiminto Interakt £ Muok Toiminto Interakt
21| b | ] s | S8 | v [ 445 v[ 53| b | sive | 5855 | v [ 445 v[ 23] & | i sivo [ 505 | ¥ [ 105 v[
i{sintxl} 4 i{sjn[x]} [+ 0. 8775585892
_1=5
cos{x) cos{x) g(h) |b=10
ans | x=0. 5 ans|x=0. 5 3 0.8775801648
1 1 g(h) |h=10"
Dﬁ - Dﬁ N
¢ [2] © [2] 0. 877582322
cus[%] cus[%] s(h)lh=1l]'7
0.8775825619 0.8775825619 087758254
o _sin(0. 5+h)—sin(0. 5) g(h) |h=10"8
» glh)= I
0. 8775826
done g(h) |h=10"9
g(h) |h=10"3 0.877583
) 0.8773427029 2 (1) h=10-10
g(h) [h=10" 0.87758
7] 0.8775585892 7| | o 7]
Alg Desim. Real Rad = (|| Alg Desim. Real Rad = dm||Alg Desim. Real Rad (i

Vastaus. Paras likiarvo saadaan, kun p = 7.
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13.

Tarkastellaan positiivisia kokonaislukuja 7 ja £, joille

n+(n+)+(n+2)+--+(n+k)=1007.

a) Osoita, ettd tallaiset luvut 1 ja & toteuttavat yhtdldn (k +1)(2n+ k) =2014.

b) Maarita luvun 2014 kaikki alkutekijat.
c) Madrita kaikki positiiviset kokonaisluvut » ja k, jotka toteuttavat a-kohdan yhtalon.

Tehtava 13. Kerrotaan yhtal6 puolittain luvulla 2, jolloin a-kohdassa riittda verrata yhtaldiden vasempien

puolten yhtasuuruutta oikeiden puolten ollessa 2014.

Kun taman jalkeen sulut avataan alkuperdisesta yhtalosta, saadaan yhtalon vasemmalle puolelle k+1 kpl

kokonaislukuja n laskettuna yhteen aritmeettisen summan 1+ 2 + ...

b-kohdan tekijoihin jako on kahdessa viimeisimmassa kuvassa.

+ k kanssa ja laskun eteen kerroin 2.

£ Muok Toiminto Interakt £ Muok Toiminto |Interakt] £+ Muok Toiminto Interakt
e ] & JHaa]sime[ s [ TS [/ ]| €3] & fillAORROS T svpro ] b [afswe[ 2o [T
— L[SHtOII'n simplify —
simplify (2 [ (k+1)n+k lsk ] 3 |=| m Laskenta expand factor (2014) |=|
Iﬁr “E!E ¥ 2+19+53
(k+2-n) - (k+1) rFactor comhine 1]
o factorQut |collect
Vektori tExpand
Yhtalo/Epéiyh tCollect
Ayustaja expToTrig
[\:_ ! Jaksumaa’kﬁéir_ trioToExp
: : Talous Murto-os »
Mt | g | b | d|e |7 Define DMS b
}Hat.2 gl k|| F| k|2 [
Mat.3
; it it o 2 L r
Trig
> 5 4 13 u i X
. Yar
. LAPS
o [ 1° -
- | « | By | O |was |EKE v v
Alg Tarkka Real Rad | | Alg Tarkka Real Rad | | Alg Tarkka Real Rad (]

Edellisten alkulukujen lisdksi k voi saada arvon 1. Testaamalla luvun k+1 paikalle eri vaihtoehdot (1, 2, 19,
53,2*19, 2*53, 19*53 ja 2*19*53) saadaan kysytyt positiiviset kokonaislukuparit:

CASIO
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£ Muok Toiminto Interakt £ Muok Toiminto Interakt

1160 Co T O 0 | B B S 0 S0 m @

factor (2014) {n=-7}
2-19-53 f(n,37)

Define f(n,k)=(k+1){2n+k)-2014 38+(2.n+37)-2014
done solve (ans=0, n)

f(n, 0) {n=8%

2-n-2014 f(n, 105)

solve(ans=0, n) 106-(2-n+105)-2014
{n=1007} solve (ans=0, n)

fi(n, 1) {n=—43}

2+(2sn+1)-2014 f(n,10086)

solve(ans=0, n) 1007-(2-n+1006)-2014
{n=503} solve (ans=0, n)

f(n,18) {n=—-502}

19-(2+-n+18)-2014 f(n, 2013)

solve (ans=0, n) 2014+(2-n+2013)-2014
{n=44}% solve (ans=0, n)

f(n, 52) {n=-1006}%

53-(2.n+52)-2014 0
Alg Tarkka Real Rad | | | Alg Tarkka Real Rad [
Vastaus: a) Osoitettu laskemalla. b) 2¥19*53 c) (k, n) = (1, 503) tai (37, 8) tai (18, 44).

*14. Erdidn tarinan mukaan ihmiskunta kokeili liikkumista s3dnndllisten monikulmioiden avulla,
ennen kuin pyora keksittiin.
a) Tasasivuinen kolmio kiertyy oikealle kuvion mukaisesti, kunnes karki 4 osuu uudelleen
alustaan. Karki A piirtaa kuvion mukaisen kdyran. Laske kayran pituus, kun kolmion piiri
on p.(2p.)

4/ NN - <9

b) Hahmottele vastaavat kdyrat nelién ja kuusikulmion tapauksessa. Kummassakin tapauk-
sessa monikulmio kiertyy niin monta kertaa, etta vasemmalla alhaalla oleva karki osuu
uudelleen alustaan. (2 p.)

¢) Laske b-kohdan kdyran pituus nelidlle, jonka piirion p. (2 p.)

d) Laske b-kohdan kdyran pituus kuusikulmiolle, jonka piirion p. (3 p.)

16151y CASIO



Tehtava 14. a) Merkitadn kolmion sivua a. Kdyra muodostuu 2 Muok Tolminto Interakt
kahdesta ympyran kaaresta, joiden sidde on a ja keskuskulma 120°. [“ﬁ% | J‘jrlj:i:jlsmlf‘_"w vl-ﬂqj-,l- vE

Kun laskimen laskentatila on radiaanit (ndyton alla oikealla), niin 120°

laittamalla asteen merkin kulman perdan ClassPad muuttaa sen H:I '

automaattisesti radiaaneiksi. g
Ex%x%

b) Kaytetdan ClassPadin Geometria-sovellusta. Kierretaan neliota fopert

yhden kulmansa ympari 90 astetta kerrallaan ja seurataan pisteen A 9

paikan vaihtumista. Tehdaan sama 6-kulmiolle. Punaisella kaarella on B

merkitty pisteen A siirtyminen nelion tapauksessa ja pisteen E’
siirtyminen 6-kulmion tapauksessa.

£ Tied. Muck Naytd Piirra

H vlﬁlvl[}f vl@

a I

D C! 'BH A!H

£ Tied. Muok Naytd Piirra

H W vl{ﬂlvl@* "]@

v|:

A’ FB! Eg” E)’Il Eu” B!llll Cuu!

F! E! ]
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c) Kayra koostuu yhteensi yhdesta nelién sivu sdteeni piirretystd puoliympyrasta ja yhdesti 90°

keskuskulmalla piirretystd kaaresta, jonka sade on nelion lavistdja (kuva vasemmalla).

d) Kayra koostuu keskuskulmaa 60° vastaavista ympyrén kaarista, joista laitimmaiset ovat keskeniin
yhtapitkat ja niiden viereiset kaaret keskenaan yhta pitkat (keskimmainen kuva).

Kaaria on kolmen eri sateisia ja ne on kuvattu oikean puolimmaisessa kuvassa. Lyhimmat kaaret piirtyvat
sateenddn 6-kulmion sivu (vihred), keskimmaiset kaaret sdteendan 6-kulmion yhden kulman ohittava
lavistaja (punainen) ja pisimmat kaaret sateendan 6-kulmion puolittava lavistaja (sininen).

& Muok Tolminto Interakt

& Muok Toiminto Interakt

£ Tied. Muok N&ytd Plirrd

'ty [ Jiafswe [ [ [T | [a] o Tiiafswe o [ S [+ T | BRE T T [ @ [ o] o J] -
90° || || s0° '
x i
2 3 A
xp 1 V2 AP o K V3 T D :
2x2x4+2mc ] 2x3x6+2x3x B +3>-::3
%4. ﬁéE-ﬂ' E-HE-K - ﬁé]g-ﬂ- F __.-‘ B
simplify (ans) simplify (ans)
pr(V2+2) % prV3+2)em
8 9
0 b
E C
Alg Tarkka Real Rad am| | Alg Tarkka Real Rad (] (]
Vastaus: a) %np b) Ks. piirros. ) (ﬁ%)np d) (‘/§+2)np

Keyboard

fx-CP400

Etusivu

Videot Soittolistat Keskustelu Tietoja
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opiskeluun. My6s lyhyt matikka tulossa.

Casion suosittu YouTube —kanava loytyy hakusanalla fx-CP400. Tilaa kanava ja
saat tiedon paivityksista automaattisesti! Kanavalta |6ytyy kdyttovinkkeja
kaikkiin pakollisiin kursseihin. Sopii hyvin tueksi kurssien alkuun seka itsendiseen




*15. Vililld [-1,1] jatkuvien funktioiden [ ja g skalaaritulo f#g maaritellaan kaavalla
1
frg=[F(xgx)dx
-1

Funktiot ovat ortogonaaliset, jos f*g =0.
a) Madritelldan f,(x)=1, fi(x)=x ja fz{x)zxz, kun xe [-1,1]. Niiden avulla madritel-

laan funktiot g, : [-1,1] = R, £=0,1,2, kdyttamalla kaavoja

2,0 = /() )= fi() -2 () ja
En™Ep
B go*/a g *f
gg(x)-—fg(x)_ 2, g[}gn(IJ - g:*g? g,(x).

Sievenna funktioiden g, ja g, lausekkeet. (4 p.)

b) Osoita, ettd funktiot s ja g, ovat ortogonaaliset kaikilla eri indekseilld 0< j<k<2.
(2p.)

c) Olkoon h(x)= ¥+ ax? + bx +c. Maarita vakioille a, b ja ¢ sellaiset arvot, ettd funktiot A

ja g, ovatortogonaaliset jokaisella k=0,1,2. (3 p.)

Tehtava 15. Tehtdvan a-kohdan voi suoraan maaritella ClassPadiin sieventamista varten.

£ Muok Toiminto Interakt
P24] b [l [+ T
Define f0(x)=1 0
done
Define fl{x)=x
done
Define f2(x)=x2
done
Define g0(x)=f0(x)
done
1
f g0 (x)f1(x)dx
Define &1 (x)=f1(x)=—7+ x50 (x)
] g0(x)e0(x)dx
-1
done
1 1
f g0 (%) 2 (x) dx f g1 (%)£2 () dx
Define 52 (x)=f2 (x)~ 7+ x50 ()=~ xgl (x)
f 20 (x) 80 (x) dx f g1 () gl (%) dx
-1 -1
done
simplify (g1 (x))
X
simplify (g2 (x) )
(21
0
[ v ]
Alg Tarkka Real Rad ]
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£ Muck Toiminto Interakt
E] b [ia]sime [ [V T [ T
simplify (g1 (x)) |
X
simplify (g2{x) )
2_1
T3
1
f 8000g1 ) dx
0
1
f 800020 dx
0
1
f 81008200 dx
0
1]
Alg Tarkka Real Rad i

c-kohdan skalaaritulojen laskemista varten maaritellaan

funktio h(x). Skalaaritulojen pitaa olla nollia, joten saadaan

yhtaléryhma. Yhtaloryhman ratkaisusta nahdaan funktion h(x)

vakiot, joille ortogonaalisuus funktioiden g0, g1 ja g2 kanssa

on voimassa.
Vastaus:

a) g1(x) = x, g2(x) = x"2-1/3

b) Osoitettu laskemalla ortogonaalisuus ehto.

b-kohdan integroinnit osoittavat, ettd ortogonaalisuusehto on
voimassa kaikille funktiopareille (g0, g1), (g0, g2) ja (g1, g2).

£ Muok Toiminto Interakt
[E%I&h“ﬁ][ﬁmp]ﬂxy v ||y -
Define h(x) =x3 +ax2+bx+c
done
1
f h () 80 (x) dx
-1
2+a
3 +2+«c
1
f h(x) gl (x)dx
-1
2-b_2
3 5
1
f h(x) 82 (x)dx
-1
a
_2.[5_0]  2+wa 2-c
3 5 3
simplify (ans)
8-a
45
2-a_, _
3 +2+c=0
b, 2
3 t5=
8ea
22
45 a,b,c
-0 b3 _
{a_o,b_ 5,c_0}
O
Alg Tarkka Real Rad

c) Funktiot ovat ortogonaaliset vakioiden arvoillaa=0,b=-3/5jac=0.

Laskimen fx-CP400
kdaantyva naytto
auttaa pitkissa

tehtavissa.

Manager-ohjelman
ndyton voi skaalata
vapaasti halutun
suuruiseksi.
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done
expand (f(x))
%24y 2422402 42Xy 420X 22U K 20y ZH2 U Y+ 20 U2

(x+y+z+u)2




