ClassPad 330 Plus ylioppilaskirjoituksissa
-syksy 20712 pitkd matematiikka-

Enemmidin aikaa
matematiikan
opiskeluun,

vihemmadan aikaa
laskimen opetteluun.

ClassPad.




Hyva lukija,

CAS-laskennan hyédyntaminen ylioppilaskirjoituksissa on Suomessa alussa.
Pisteytyksen ongelma opiskelijan kannalta on siina, mita valivaiheita
vastauksessa pitaa nakya. Opettajat tarvitsevat taydennyskoulutusta ja
opetussuunnitelmatkin muutoksia. My0ds ylioppilaskokeeseen tullee taman
myota erilaisia tehtavaosioita tai eri tyyppisia tehtavia.

Tassa vihkosessa on ratkaistu syksyn 2012 pitkan matematiikan koe Casion
ClassPad 330 Plus —laskimella. Tama on jarjestyksessaan toinen ylioppilaskoe,
jossa symbolinen laskin oli sallittu.

Joissakin vastauksissa on seka laskimen antama valiton vastaus annettuun
tehtavaan etta valivaiheita sisaltava vastaus. Ratkaisuissa on lyhyesti selitetty
my0s, miten tehtdvat voi ja kannattaa laskimeen syottaa.

Periaate ClassPad 330 Plus:n kdytdssa on, etta lauseke tai yhtalo kirjoitetaan
laskimeen sellaisenaan. Taman jalkeen lauseke tai yhtalé maalataan kynalla
(kuten esim. tekstinkasittelyohjelmissa) ja Interactive-valikosta valitaan sille
tehtava toimenpide. Lausekkeita voi kopioida raahaamalla tai Edit->Copy
valikon kautta laskimen eri ohjelmien valilla.

Talloin laskijan ei tarvitse tietaa laskimen syntaksia ja ikavilta virheilta tai
laskemista jumittavilta tilanteilta valtytaan. Toki paljon laskinta kayttaneelle
l6ytyy Action —valikko, jolloin laskinta voi kayttda myos komentojen kautta.
Aloittelevalle kayttajalle tai opiskelijalle on huomattavan paljon
miellyttavampaa paasta heti laskemaan tehtavia ilman laskimen opiskelua ja
heille Interactive —valikko tarjoaa siihen keinot.

Otan mielellani vastaan kysymyksia ja kommentteja. Yhteystietoni ovat vihkon
takakannessa. Mukavia hetkia matematiikan ja taman ratkaisuvihkon parissa!

Kempeleessd 2.10.2012 Pepe
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1. Ratkaise yhtalot
a) 2(1-3x+3x") =3(1+ 2x+2x%)
b) [x|=1+x
1
1-x

¢)l-x=

Ratkaisu: ClassPad 330 Plus —laskimessa kannattaa kirjoittaa yhtalot pelkkina

yhtdloina ja maalaamisen jalkeen valikosta Interactive -> Solve saadaan

ratkaisuiksi

EEIUE[E-[1—3-x+3-12]=3-[1+2-x+2-x2], :\:]
solvel |x|=1+x.x]

1
sulue[l x= I-x' x]

|

Jos tehtavaan halutaan lisaa valivaiheita, niin sulut voidaan ensin kertoa auki ja
sitten yhdistaa polynomit a-kohdassa. Tama onnistuu kirjoittamalla lauseke,
maalaamalla se ja kdayttamalla valikosta Interactive -> Transformation I6ytyvia

komentoja expand ja collect.

fx=8,x=2}

] b

C-kohdassa lausekkeet voidaan siirtaa yhtalon samalle puolelle ja laventaa

vhdelle murtoviivalle valikosta Interactive -> Transformation |6ytyvalla

komennolla combine.

Myos osoittajan ja nimittdajan nollakohdat voidaan tutkia erikseen, jotta

nahdaan pitaako ratkaisujoukkoon tehda rajoituksia maarittelyehdon vuoksi.
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Expand[i-[1—3-1+3-12]] =
6 x L5 x+2
EIPEnd[E-[1+2-I+E'IE]]
6 xZ+5. x+3
c.nllec.t[ﬁ-xE—E-x+2—[E-x2+E-x+3],x]
-12-x-1
soluvel-12-x-1,x)
__1
{x‘ 12
nnmhine(l—x—[ 1 ]}
1-x
—[12—2-1]
-1
solvelx—-1,x)
{x=1}
5u1ue[—[12—2-x],x:|
La=8,x=27| |
|:| w

2. Sievenna lausekkeet
{ 1 \2 { 1 \
a) K x+—1 - I ..\'——J
%) \ X
x> =9

b) I —
X+2

X

-y e
c) InT +In—+In2
L X

Ratkaisu: Kirjoittamalla lausekkeet sellaisenaan laskimeen, maalaamalla ne ja
valikon Interactive -> Transformation komennoilla expand ja simplify saadaan

vastaukset ilman valivaiheita
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2 Z ]
1=_--:||:|:lu3|n||:l[[:||:+l ] —[:n:—l ] ]
x x
4
2
3 3 A9
simplify e >
x—3
A
In¢ X 3+in¢ E— r+1nc23
2 x
x

Kirjoittamalla lausekkeet sellaisenaan laskimeen, maalaamalla ne ja valikon
Interactive -> Transformation komennoilla expand- ja combine saadaan
vastaukset valivaiheineen a-kohtaan

| b

E-xpand[[x+% ]2 ]

ExPand[[x—% ]2 ]

2 2

cumhine(x2+i+2—[12+i—2]}
x x

B-kohdassa osoittaja voidaan kirjoittaa tulomuotoon valikon Interactive ->
Transformation komennolla factor ja lauseke sievenee komennolla simplify:

factnr(:z—ﬂ} =

(x+3 ] (2-3)
[a+3)=-[x—3)
(x+3)

simplify{ )

x—3

N
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C-kohdassa voi logaritmimerkinnat avata kirjoittamalla ne suoraan laskimeen ja
hyvaksymalla exe-painikkeella. Taman jalkeen saadut vastaukset voi raahata
kynalla uudelle laskuriville. ClassPad 330 Plus sieventaa vastauksen
automaattisesti exe-painikkeella. Nain laskuihin saadaan myds valivaiheet.

Inf % 3 =
In(x)-1In(2)
&
In{——1>
x
-1nix +x
In(x)-In(2)-In(x)+x+1ln{2)
x

3. a) Maarita funktion

1 .
f(x)=—¢"(sinx+cosx)

derivaatan arvo kohdassa x = 0.

b) Laske integraalin

5

/

; f 1 +sin£\J dx

=
\ >

P —

tarkka arvo.

Ratkaisu: Laskin laskee suoraan derivaatan arvon halutussa pisteessa, samoin
maaratayn integraalinkin arvon. Lausekkeen kirjoittamisen ja maalaamisen
jalkeen derivointi onnistuu helpoiten valikon Interactive -> Calculation
komennoilla diff ja integraalimerkista. Derivaatan kohdalla valitaan Derivative
at value ja annetaan kohdaksi 0, integraalin kohdalla valitaan Definite ja
annetaan ala- ja ylarajan arvot.
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I:Iiff(l.-"'E-E""'x- (sin{x)+tcos{x»),x,1,8>

J:1+5in[ 3 ]dx

]+

Vilivaiheita sisatltavassa vastauksessa on derivaattafunktion lauseke merkitty
nakyviin vadlivaiheena. Lausekkeen kirjoittamisen ja maalaamisen jalkeen
derivointi onnistuu helpoiten valikon Interactive -> Calculation komennolla
diff. Edelliseen vastaukseen voi aina viitata komennolla ans, kuten tassakin on
tehty. Sijoitusmerkki | 16ytyy keyboardin vililehdelta 2D tai mth kohdasta
OPTN.

i[%-ex-EEinExhcuEExjj] =
cosix)-g*
ans | =08
1




B-kohtaan valivaiheet saadaan laskemalla integraali kuten edelld, mutta ilman
rajoja. Tassa on esitelty myos yksi uusi mahdollisuus: funktion sijoittaminen
funktiomuistiin. Define —komennon voi kirjoittaa Qwerty-nappaimistolta, hakea
katalogista (keyboard -> cat) tai valikosta Action -> Command. Taman voi myos
tehda vaiheittain valikosta Interactive -> Define. Nyt sijoitukset yla- ja alarajalla
voi tutkia erikseen, kuten myds maaratyn integraalin arvon kahden edellisen
vahennyslaskuna.

n -
f1+5in{%}dx
(5]
3
I[+2
O
f1+sinc%}dx
O
x
x 3-1:.115[ 3 ]
Define F{ax)=x-3- cu5[ %]
done
Fim>
32
2
FC{B>
-3
FCm>-F{B>»
mt—
O p—
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3z : i 1 ou S 5 : ;
4. a) Olkoon aeli/T.-rJ sellainen kulma, etta cosa =——. Maarita lukujen sine ja tana
3

tarkat arvot.
b) Laske oheisessa kuvassa olevan kolmion sivun pituuden @ tarkka arvo ja kaksidesimaali-

nen likiarvo.

a

30°

Ratkaisu: A-kohdan ratkaisussa on ensin maaritetty yhtalon ratkaisut muuttujan
a suhteen. Tassakin yhtalo on ensin kirjoitettu, maalattu ja ratkaistu valikon
Interactive -> Advanced solve-komennolla. Taman jalkeen vastauksista on
rajattu annetulle valille kuuluvat nollakohdat komennolla rangeAppoint, joka
|6ytyy valikosta Interactive -> Calculation.

Sinin ja tangentin tarkat arvot saadaan sijoittamalla ratkaistu kulma funktioihin.
Kulmaa ei kannata kirjoittaa uudelleen, vaan voi kayttaa joko ans —komentoa
tai raahata vastaus hiirella funktion argumentiksi.

5u1ue[ coso)=- % ’ n:]

{u:= cus'i[ % ]+2- m-constni1)-m, o= —cu5'1[ % ]+2- - cunstn(ﬂ)ﬂt}

{omcos{ L }ox)
{sintu:l= %}

. 3In
rangeAppoint{ans, m, 3 2

sinans}

£ | ek

tan{ cus'i[ ]+J‘[ 2
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B-kohdassa pitaa soveltaa taulukkokirjastakin [6ytyvaa kosinilausetta. Olipa
laskimen kulman yksikkéna radiaanit tai asteet, voi laskun suorittaa asteina
kirjoittamalla asteen merkki kulman jalkeen. Koska a on kolmion sivuna
positiivinen, hylatdaan vastauksesta negatiivinen juuri.

]

sulue[ai=22+32—2-2-3-1:1:-5(33':':!,3]

{a=—J—5-ﬁ+13 ,a=,.|'—5-~,.'?+13 }
{a=—J—5-ﬁ+13 ,a=.f—5-ﬁ+13 }

{a=-1.614835933,a=1.614835953}
u

Jos halutaan kayttaa laskinta likiarvon pyoristamiseen vaadittuun tarkkuuteen,

niin kahden desimaalin tarkkuuden voi asettaa kuvakkeesta & avautuvasta

valikosta Basic Format -> Number Format -> Fix 2.

.J' -6/3 +13

1.61

e e s 3 , 3 2 = SO . . A4 G
5. Maarita polynomin f(x)=x"—6x"—15x+ 2 suurin ja pienin arvo valilla [2.6].

Ratkaisu: Ratkaisussa on kirjoitettu funktion lauseke, maalattu se ja haettu sille
derivaattafunktio valikosta Interactive -> Calculation -> diff. Taman jalkeen
derivaatan nollakohdat annetulle valille saadaan kayttamalla ans —komentoa ja
valikoita Interactive -> Advanced -> solve ja Interactive -> Calculation ->
rangeAppoint.
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]+

A 3 . . 2_45.
dx[x 6 xZ-15-%+2 ]

3. x2-12.%-15
solvelans,x )
fx=—-1,x=51
rangeAppointlans, 2.6

u

{x=3}

Funktion kuvaaja isommassa mittakaavassa...

i 259

y T )

—df 5 W

I

...ja pienemmassa mittakaavassa annetulle vilille saadaan koskemalla ensin
kuvaketta Main —sovelluksessa ja raahaamalla funktion lauseke
koordinaatiston paalle. Kuvakkeesta [EZ] voi asettaa koordinaatiston akseleille
halutut arvot.
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Flim
TC=3 w» oo =—08
[wl=2"3—6- x"2-15- x+2 | ﬂ

Koska funktio on jatkuva koko suljetulla valilla, riittaa tutkia valin dariarvot ja
funktion arvot valin paatepisteissa. Tama onnistuu valikosta Analysis -> G-Solve
-> y-Cal, jolloin voi syottaa arvot 2, 5 ja 6 x-koordinaatille. Vastaavat funktion
arvot ovat -44, -98 ja -88, joista saadaan pienimmaksi arvoksi -98 ja
suurimmaksi -44.

Huomatus: Funktion lausekkeen voi kopioida myos grafiikkasovellukseen,
jolloin siita saa kulkukaavion. Tdma onnistuu maalaamalla funktion lauseke ja
kopioimalla se Edit -> Copy. Taman jalkeen valitaan kuvake ja liitetaan
funktio grafiikkasovellukseen Edit -> Paste. Nyt kuvakkeesta saa nakyviin
kulkukaavion, josta voi tehda vastaavat johtopaatokset.

wl=x"3-6-x™2-15-x+2 |
x 2 &
{xd -27 - + Z1
Ll 3 0 + + 24
Fix) -44 Ly - -88

. 2 . g e . . . .
6. Laske paraabelin y° =4x ja suoran 4x—3y =4 valiin jaavan rajoitetun alueen pinta-ala.

Anna vastauksena tarkka arvo ja kaksidesimaalinen likiarvo. Piirra kuvio.

Ratkaisu: Ratkaistaan kayrat muuttujan y suhteen kirjoittamalla ensin yhtalot.
Taman jalkeen maalataan lausekkeet ja kaytetdaan solve —komentoa valikosta
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Interactive -> Advanced. Avataan taman jalkeen grafiikkaikkuna kuvakkeesta
ja raahataan ratkaisut koordinaatiston paalle kuvaajien piirtamista varten.

5D1UE[!|I'2=4'I!1'] =

solveld - x=d4+3-y,x)

= }
{x— 1 +1

S ow

I

Kayrien leikkauspisteet saadaan ratkaisemalla yhtalopari. Yhtalopari loytyy
keyboardin 2D —vililehdelta. Lausekkeita ei kannata kirjoittaa yhtalopariin
uudestaan, vaan kdyttdaa raahaamalla ne edelld saaduista ratkaisuista.

Tassa on valivaiheena laskettu vield integraalifunktion lauseke erotusfunktiolle.
Integraalin voi laskea joko 2D —valilehdelta kohdasta CALC tai maalaamalla
lauseke ja kayttamalla valikon Interactive -> Calculation integraalimerkkia.

Huomautus: Jos kayrien suuruusjarjestysta ei perustella, on syyta kayttaa
integraalin ymparilla itseisarvomerkkeja.
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7. Eraan mallin (R. MacArthur & E. O. Wilson, 1967) mukaan saarella pesivien lintulajien lu-
kumadara n riippuu saaren pinta-alasta A likimain kaavan n=kAb mukaisesti, missa k ja
b ovat saakesta riippumattomia positiivisia vakioita.
a) Havaintojen perusteella kahdella Kanariansaarella on saatu seuraavat arvot:
n =20, 4,=10.2 km? (Alegranza),
n,=6. 4,=0.0158 km? (Roque del Oeste).
Maarita naiden tietojen perusteella vakiot k¥ ja b kolmen merkitsevdn numeron tark-
kuudella.

b) Arvioi mallin avulla La Palman saarella (4 = 708 kmz) pesivien lintulajien lukumaaraa.

Alegranza <http://www.lanzarote.org/blog/?p=629>.
Luettu 31.3.2011.

/,

Rogue del Oeste La Palma
<http://www.reptilesdecanariastjorge.com>. <http://mappery.com/map-of/La-Palma-Physical-Map>.
Luettu 31.3.2011. Luettu 29.3.2011.

Ratkaisu: ClassPad 330 Plus ratkaisee symbolisena laskimena yhtaloparin minka
tahansa muuttujien suhteen. Tassa ratkaisussa on kaksi erilaista mallia a-
kohtaan. Ensimmaisessa yhtalopari on ratkaistu suoraan

FB=kx1a. 2P

6=k=0.0158" |
{b=1.86e-1,k=1. 301}
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ja toisessa molemmista yhtaloista on ratkaistu k ja sen jalkeen nain saaduista
yhtaloista b. Laskimen tarkkuudeksi on nyt valittu kolme merkitsevaa numeroa

kuvakkeen ¢ avautuvasta valikosta Basic Format -> Number Format -> Sci 3.

solvel 2B=k-18.2P K] =
28
k=
[E]h ]
5 |
solvel 6=k-8.08158", K
k= —2
seon | |
coluve Eﬂh— 6 h’h
SRE
5 5000
Ib=1.86e-11
6 | ans
(5025 )
Se00
1.30e1
| |

B-kohdan vastaus saadaan sijoittamalla saadut arvot funktioon, jossa A = 708:

12.98219259:7ag 9. 1860816143
44.823730087

Huomatus: Jos laskija ei tunne oloaan kotoisaksi kolmen numeron tarkkuuksilla
laskettaessa (esim. merkints 1.86E-1 eli 1,86*10™), niin laskimen voi antaa olla
normaalitilassa ja vastaukset voi pyoristaa itse haluttuun kolmen numeron
tarkkuuteen.
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8. Kiireiselld professorilla on yksi luento jokaisena viitena arkipdivana, mutta han ehtii pitaa
paivittaisen luentonsa vain 80 prosentin todennakoisyydella.
a) Milld todennakoisyydelld han ehtii pitaa viikon kaikki luennot?
b) Milld todennakoisyydellad vain yksi viidesta luennosta jaa pitamatta?
¢) Maarita viikossa pidettyjen luentojen lukumaaran odotusarvo.

Ratkaisu: Koska kyseessa on riippumaton toistokoe, niin satunnaismuuttuja
noudattaa binomijakaumaa, jossa on 5 toistoa. Sijoitetaan annetut
todennakoisyydet p:n ja g:n paikalle ja lasketaan a- ja b-kohtien
todennakoisyyksien tarkat arvot ja likiarvot naita kayttaen. Kombinaatio |6ytyy
keyboardin valilehdeltd mth -> CALC.

a. 8=p 4
it
o
(1-pl*q
i
o
PE
1824
3125
1824
3125
8.327a8
nCr(5,4>ptq
256
623
256
623
a. 4896
O
Koska kyseessa on binomijakauma, saadaan odotusarvo laskimella
JP m
4
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9. Olkoot
= (cos@—2sin@)i + j +(sin@+2cos@)k.
b =(cos@+sin@)i + j + (sinp—cosp)k.
a) Osoita, ettd vektorit @ ja b ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan kaikilla @R

b) Olkoon @=0. Onko olemassa sellaisia kertoimia 5.7 €R. etta T—7=.S(7+rb ?

Ratkaisu: ClassPad 330 Plus kasittelee vektoreita matriisimuodossa. Esimerkiksi
vektoriatl + 2] — 3k vastaa kerroinmatriisi [1 2 -3]. Matriisit voi syottaa

keyboardin 2D —vililehdelta kuvakkeesta |™Z). Koskemalla kuvaketta kahdesti

saa matriisiin lisaa alkioita. A-kohdassa vektorit on sijoitettu a:n ja b:n paikalle,
jolloin niitd on helpompi kasitella pistetulossa.

Vektorien pistetulon voi laskea valikosta Interactive -> Vector -> dotP, jolloin
kysyttyjen vektorien paikalle riittaa kirjoittaa asken nimetyt a ja b. Pistetulon
lausekkeesta voi poistaa kertolaskut valikon Interactive -> Transformation
komennolla expand ja saman valikon komento simplify sieventaa vastaukseksi
0. Vektorit ovat siis kohtisuorassa toisiaan vasten.

[cos{$Ir-Zsin(d)d 1 sin(d)+2cos(P) *a
[cos(¢)-2-sin(¢) 1 2-cosi¢l+sinle]]
[cos{gIr+sin{p? 1 sin{pr-cos{dd |+b
[cos(dl+sin(d] 1 -cosl¢i+sing )]
dotPia,b)
—(cos( ¢ )-sinl ¢ ) ( 2 cos( ¢ )+sin( ¢ ) )+ cos( g +sinl g ) ) (cosi ¢ )-2- sinl ¢ ) )+1
expandans)

~(cos($ )12 -(sin($)1241
a

simplifv{ans?

O

B-kohdassa kannattaa raahata jo syotetty vektori uudelle laskuriville ja sy6ttaa
annettu muuttujan arvo ¢ = 0. Muodostetaan kysytty vektori ja ratkaistaan
kertoimista saatu yhtaloryhma. Saat kolmannen yhtalon paikan koskemalla

kuvaketta kahdesti.
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[cuEEE}—Eﬂn{H} 1 sin{@)+2cos(B) ]

[1 1 2]
[cos(B)+sin{B) 1 sin{B)-cos{@) ]

[1 1 1]
s[1 1 2 ]+ex[1 1 -1]

[5+t s+t 2-5-t ]
1=5+t
-1=5+t
B=2-5-t 5.t

Mo Solution

Kyseisia kertoimia ei siis ole olemassa.

10. Tutki, kuinka monta ratkaisua yhtalolla € ~ =X on vakion a €R eri arvoilla.

Ratkaisu: Dynaaminen graafi antaa hyvan kasityksen tilanteesta eri parametrin
arvoilla. Funktioiden lausekkeiden syottamisen jalkeen dynaamisen graafin saa

tehtya grafiikkasovelluksessa kuvakkeesta [@)] 16ytyvista valikosta Dynamic
Graph. Avautuvaan ikkunaan voi kirjoittaa dynaamisen parametrin nimen ja
antaa sille arvoalueen:

Sheetl | Sheet? | Sheetd | Sheetd | Sheets

Eyl=_x+a [—]|=
Ewi2=x [—1
Dynamic Graph X

Modify ®Auto CManual Nyt piirtyvat kayrat nayttavat

[wnamic 4= a animoituna tilanteen eri a:n
Start @ - '
Erd : 5 arvoilla. Tassa esimerkissa voi
Step 0.3 seurata eksponenttifunktion

Dl—"'g'famr_f' *Tl b sijaintia suhteessa suoraan a:n
Erd : 5 arvoilla -5:n ja 5:n valilla
Step - 1 askeleen ollessa 0,5. Tasta on

oK | [Cancel
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hyva tehda johtopaatoksia, jotka laskulla voi osoittaa oikeiksi.

Nayttaa silta, etta kun a=-1, kuvaajat sivuavat toisiaan. Kun a > —1, kuvaajat
eivat leikkaa. Kun a < —1, kuvaajat leikkaavat kahdessa kohdassa. Tutkitaan
kayrien leikkauspiste tarkemmin numeerisesti.

Numeerisen ratkaisimen loydat Menu —valikon kuvakkeesta NumSolve.
Newtonin menetelmalla (ClassPad laskee numeerisesti Newtonin
menetelmalld) ndhdaan, etta kayrilla on tasan yksi leikkauskohta, kun a = —1.
Koska eksponenttifunktion kuperuussuunta ei muutu (toisella derivaatalla ei
edes ole nollakohtia, silla e* > 0), niin leikkauskohtia voi olla vain 0, 1 tai 2 kpl.
Siis kaantyessaan suorasta pois pain, eksponenttifunktion kuvaaja ei voi
uudelleen kaantya suoraa kohti.

Equation:
e* 1_y

ma=1
Lower= —9+999
Upper= 9e+9949

»=1
Left—Right=8

o)

Koska kantaluku e > 0, niin eksponentin pienentyessa eli a:n arvon
pienentyessa kdyra nayttaa siirtyvan oikealle. Tama on seurausta siita, etta
eXte = ¢X . ¢%ja a:n pienentyessi myds vakiokerroin e? pienenee.
Eksponenttifunktion kuvaaja siis leikkaa suoraa y = x kaksi kertaa silloin, kun a
on sivuamispisteeseen vaadittavaa arvoa a = —1 pienempi.

Vastaavasti leikkauspisteita ei [6ydy, jos a on tuota arvoa suurempi.
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Annetulla yhtalolla

e eiole reaalisia ratkaisuja, kun a > —1.
e on tasan yksi reaalinen ratkaisu, kun a = —1.

e on kaksi reaalista ratkaisua, kun a < —1.

Oheisessa kuvassa on tilanne kun a saa arvot 0, -1 ja -2 (vasemmalta oikealle).

}'J-"E

a=0

{

-

a=

Huomautus: Tehtava 11 sivuutetaan.

12. Eraan vuorokauden lampotilaa f(l) tutkittiin ajan 7 funktiona mittaamalla lampaotila Celsius-

asteina kolmen tunnin valein keskiyosta alkaen. Tuloksena saatiin seuraava taulukko:

4 0.00 | 3.00 | 6.00 | 9.00 | 12.00 | 15.00 | 18.00 | 21.00 | 24.00
f(® 102 (107 | 123 | 13.8 | 158 | 17,9 | 17.0 | 155 | 14.2
Arvioi vuorokauden keskilampaotilaa
24
|
=) f()dt
50

laskemalla siina esiintyva integraali puolisuunnikassaannon avulla.

Ratkaisu: Soveltamalla suoraan taulukkokirjastakin loytyvaa

puolisuunnikassaantoa saadaan
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13. Maarita raja-arvo 1_i_1>n (In(4x+3)—In(3x+4)).
X—>x d

%[ %}:13. 2+18. 7+12.3+13. 8+15. 8+17. 9+17. B+15. 5+%:{14. 2]
1728
5
% ans
72
5
72
5
14.4
u|

Ratkaisu: Tassa ratkaisussa on aluksi laskimen antaman sievennetyn vastauksen
tarkka arvo. Kayttamalla logaritmin laskusaantoa ja logaritmifunktion
jatkuvuusominaisuutta, voidaan ensin laskea raja-arvo sisafunktiolle. Koska

tama raja-arvo kuuluu logaritmifunktion maarittelyalueeseen, on koko
lausekkeen raja-arvo logaritmi sisafunktion raja-arvosta.

ClassPad 330 Plus —laskimessa raja-arvoissa voi kdyttdaa daretonta. co -symboli
loytyy keyboardin mth- ja 2D —vililehdilta. Lauseke kannattaa syottaa ensin
laskimeen sellaisenaan, maalata se ja valita raja-arvo valikosta Interactive ->

Calculation -> lim.

Lim (Inf{da+3>-1ln{3a+3d]
=0

[ Ja+3 ]
Fa+d

lim (lnf{ans})
=0
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*14. Sijoittaja kaytti osakkeen kurssikehityksen arvioimiseen todennakaisyysjakaumaa, jonka ti-
heysfunktion maksimi saavutetaan markkina-arvolla 20,50 € ja joka on nolla yli viiden eu-
ron poikkeamilla markkina-arvosta 20.50 €. Tiheysfunktio on jatkuva, ja sen kuvaaja koos-
tuu kahdesta lineaarisesta osasta valilla 15.50—25.50 €.

a) Maarita tiheysfunktion lauseke. (3 p.)

b) Milld todennakoisyydella osakkeen markkina-arvo on alle 19 €? (2 p.)

¢) Muiden kurssien nousu sai sijoittajan muuttamaan jakaumaa epasymmetriseksi niin, etta
maksimi saavutettiin edelleen arvolla 20.50 €, mutta nollakohta 25.50 € siirtyi pistee-
seen 30.50 €. Muilta ominaisuuksiltaan jakauma pysyi samantyyppisena kuin aikaisem-

min. Maarita tdman uuden jakauman odotusarvo. (4 p.)

Ratkaisu: Maksimipisteen korkeus on kolmion pinta-alan, joka on siis
tiheysfunktion ominaisuuksien mukaan oltava 1, kaavasta suoraan laskimella

N s
sulue[M=1,h] B
2
_1
{h' 3 }
O
Kaytetdaan a-kohdassa Geometria —sovellusta tehtavan tiheysfunktion
maadrittamiseen. Sovellus |6ytyy menu —valikosta kuvakkeesta Gmﬁ Piirretaan

janat viiden euron poikkeaman kohdista (15,5;0) ja (25,5;0) maksimipisteeseen
(20,5; g) Tama onnistuu valikosta Draw -> Line segment tai kuvakkeesta [].

Vaihtoehtoisesti tarvittavat suorien yhtalot voi maarittaa Main-sovelluksessa
tarkkoina arvoina.

Kun janat on piirretty, voi kynalla koskettaa janan paatepistetta ja asettaa sille
halutut koordinaatit. Huomaa, etta edellisen pisteen valinta poistetaan
koskettamalla kynalla tyhjaa aluetta piirtoikkunassa. Kuvassa on saddetty
pisteen A koordinaatit. Koordinaattien asettamisen jalkeen kuvan saa
keskitettya valikosta View -> Zoom to Fit.
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~r File Edit Wiew Draw i
o uulw] [15. 5. 07 4
B
A (>

Valitsemalla nyt jana koskemalla sita kynalla nahdaan janan kautta kulkevan
suoran yhtalo. Poistetaan valinta koskemalla tyhjaa aluetta ja toistetaan toiselle

janalle.
~r File Edit Wiew Draw i
=y y-=l]. 0d-x—-0.62 E "
W File Edit Wiew Draw B
Teyz|welw=—0.04- x+1. 02 E "
B
- =
A = C

0, kun x < 15,5
0,04x — 0,62, kun 15,5 < x < 20,5
—0,04x + 1,02, kun 20,5 < x < 25,5
0, kun x > 25,5

Tiheysfunktion lauseke on siis f(x) =
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B-kohdassa voidaan suoraan integroida nousevan suoran lauseketta, koska 19
euroa jaa maksimipisteen vasemmalle puolelle. Valitaan edella Geometria —
sovelluksessa saatu funktion lauseke ja kopioidaan se valikon Edit -> Copy
avulla Main —sovellukseen. Maalataan lauseke ja valitaan valikosta Interactive -
> Calculation integraalimerkki. Maaraamaton integraali antaa integraalifunktio

ja maaratty integraali kysytyn todennakdisyyden

D F
fﬂ. B4 x-0.62dx
O
12—31- x
a8
19
\J\ 8.84-x-8.62dx
15.5
43
208
43
288
B.2435
O
-

C-kohdassa uuden tiheysfunktion rajaaman kolmion korkeudeksi saadaan

n F
5u1ue[ 13 h=1,h] ™

2

)

Palataan Geometria —sovellukseen ja siirretdan piste C kohtaan (30,5;0) ja

piste B kohtaan (20,5; 115) Katsotaan janojen kautta kulkevien suorien yhtalot

kuten edella
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¥ File Edit View Draw R
wvuz|welwe=0. 02667 x-0. 4 [/ 4
W File Edit “iew Draw i
wey=z(we|w=—0. 01333 x+0. | A
B
A ' = C
Uuden tiheysfunktion lausekkeeksi saadaan
0, kunx < 15,5
£00) ~ 0.02667x — 0.4133,kun 15,5 < x < 20,5
b ~)—0.01333x + 0.4067, kun 20,5 < x < 30,5
0, kunx > 30,5
Odotusarvo on kahdessa osassa laskettuna
28.5 —
j\ A2+ B.82667-x-08.4133 dx
15.5
58z2897
8886808
38.5
f xx(-8.81333-x+8.4067 \dx
28.5
1918321
128888
5828397 +ans
8886808
22.28555417
u
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*15. Suora ympyralierio on pallon sisalld niin, ettd sen molempien pohjien reunat sivuavat pal-
lon pintaa. Pallon pinta-alan suhdetta lierion koko pinta-alaan merkitdan symbolilla 7. Lie-
rion koko pinta-alalla tarkoitetaan sen vaipan ja pohjien yhteenlaskettuja pinta-aloja.
a) Maarita lierion korkeuden suhde lierion pohjan sateeseen parametrin ¢ avulla lausuttu-

na. (2 p.)
Milla parametrin t arvoilla
b) tallaista lieriota ei ole olemassa (2 p.)
¢) on tasmalleen yksi tallainen lierio (3 p.)

d) on kaksi tallaista lieriota? (2 p.)

Ratkaisu: Merkitaan pallon sadetta r, lierion pohjan sadetta p ja korkeutta h.
Muodostetaan pallon ja lierion alojen suhde ja sievennetaan se valikosta
Interactive -> Transformation |6ytyvall komennolla simplify. Asetetaan yhtalo,
jossa suhdeluku on t ja sievennetaan sita vaiheittain a-kohtaa varten.

Huomautus: ClassPad 330 Plus —laskimessa voi asettaa yhtalon tai epayhtalon
ja hyvaksya sen exe —painikkeella. Taman jalkeen sita voi vieda eteenpadin
valivaiheittain kirjoittamalla tehtavan laskutoimituksen ja painamalla exe.

2 F
simplify ";“' ) i
2npc+2noh
2-1"2
p-Ch+p)
2.r2 —t
p-(h+p)
2.2 —t
p-(h+p)

ansxp-(h+p)

a3|n5.--"'.r:-l-2
2.pZ _ t-[h+p)
pZ P
simplify{ans)
2:¢2 _het,
pl F
O

4|
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Koska kaikki mittaluvut ovat positiivisia, myos t on positiivinen reaaliluku.

Ratkaistaan Pythagoraan lauseen avulla yhteys muuttujien valille ja ratkaistaan
2
tasta lausekkeesta jokin edella tavattu muoto, esim. ;—2

(2p1Z+hZ=(2p2 =
hZ+4.pZ2=4.,2]
-zm5.--"'.r:a-2
hZ?+4.p% _a.r?
pZ pZ
simplifyians)
he . 4.r2
7 3
P P
anss4
2
h
_+4
pZ 2
3z
simplifyians)
hE I"E
z =5
4-p P

Sijoitetaan saatu lauseke aiemmin saatuun parametrin t arvoon. Tassa
kannattaa kdyttaa kynalla raahaamista tai kopioi-liita —-menetelmas, jolloin
lausekkeita ei tarvitse kirjoittaa uudelleen ja virheen mahdollisuus vahenee.
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simplify ans )

2 .
h® o.het. @
w

Tama on toisen asteen yhtalé muuttujan > suhteen. Suoritetaan muuttujan

vaihto 5= x laskun helpottamiseksi. Yhtalo saadaan uuteen muotoon ja se

voidaan ratkaista valikosta Interactive -> Advanced |6ytyvalla solve —
komennolla

501ue[1-12+2=x-t+t;x]

2
{x=t—Jt2+2-t—4 yx=tht2+2. ¢4 }

O

4 [

Jos positiivista parametria t ei voi lainkaan maarittaa eli nelidjuuren
reaalisuusehto ei toteudu, mydskaan tilanteen kaltaista lieriota ei voi
hahmottaa pallon sisdlle. B-kohtaan saadaan siis kaksi ehtoa, jotka voidaan
ratkaista laskimella.

Lauseke kannattaa maalata ja kopioida uudelle laskuriville, jonka jalkeen
valikosta Interactive -> Advanced |6ytyvalla komennolla solve epayhtalo
ratkeaa. Kannattaa huomioida, etta muuttujana on nyt t. Valikosta Action ->

Equation/Inequality 16ytyy komento and, jolla voi selvittda ehtojen yhteisen
vaikutusalueen.
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]+

solvel t2+2-t-4<8,t)

15 -14ref5 -1}

Bty -1

-3 -14{t<{/3 -1 and t>8

O

C-kohdassa lierioita syntyy tasmalleen yksi, kun positiivisen parametrin t arvo
on yksikasitteinen. Nyt saadan kaksi eri vaihtoehtoa: joko nelidjuurilauseke on
nolla tai pienempi parametrin t arvoista on korkeintaan nolla. Ratkaistaan
nama laskimella kuten edelld ja yhdistetaan ehdot (tai) komennolla or

5n1ue[t2+2-t—4, t] =
Lr==y5 -1,e=y5 -1}
t¥8 and | t=—5 -1 or t=/5 -1}
{e=y5 -1
5u1ue[ t—\|[t2+2- t-4 =8, t]
{5 -1, 220 )
t»8 and{tz—S -1 or 22t}
{tall
Tt=y3 -1} or {t22}
{t&i or t=a.|"5_—1}
u

C-kohdassa kaksi lieriota syntyy, kun pienempikin parametrin t arvoista on
positiivinen ja nelidjuuren reaalisuusehto tayttyy. Kuten edella
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solvel t2+2.t-470,t )

{145 -1,4/5 -1<x}

t»8 and | t<-/5 -1 or /5 -1t}

ERS
5u1ue[t—~.|r tZ+2.t-4 3@, t]
15 -1tz
t38 and /5 -1<t<2}
15 -1tz

O

1 b

4 [
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