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Tästä ohjekirjasta: 

 

Tämä käyttöesimerkkejä sisältävä Casio ClassPad II fx-CP400 -laitteelle suunniteltu ohjekirja 

kuuluu sarjaan ohjekirjoja, jotka Tor Andersen on kirjoittanut Casio-laskimille. Ohjekirjat on 

suunnattu erityisesti toisen asteen opiskelijoille. Tämä esimerkein varustettu opas antaa vinkkejä 

tehtävien ratkaisuun toisen asteen opintojen eri vaiheissa.   

 

Esimerkkien näyttökuvat ovat englanninkielisestä käyttöliittymästä, mutta käyttäjä voi 

halutessaan vaihtaa käyttökieleksi suomen System-sovelluksen kautta. (toim.huom.) 

 

Esimerkit eivät korvaa laitteelle suunniteltua ja sen mukana tulevaa käyttäjän käsikirjaa, vaan ne 

täydentävät tätä helpottaen laskimen käyttöä matematiikan opiskelussa. 

 
Kirjoittaja: Tor Andersen (tor.andersen@ude.oslo.kommune.no) 

 

Tor Andersen toimii opetushallinnon erikoiskonsulttina Oslossa 

sijaitsevassa "Pedagogisen kehityksen ja laadun instituutissa" 

(Institutionen för pedagogisk utveckling och kvalitet).  

 

Hän on kirjoittanut matematiikan oppikirjoja ja julkaissut Casio-laskinten 

ja -ohjelmistojen käyttäjille suunnattua kirjallisuutta. Tor Andersen 

toimii myös Casionytt-julkaisun toimittajana.  
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Tämä ohjekirja on kirjoitettu Casio-laskimelle ClassPad II fx-CP400.  

 

 

 

 

ESIPUHE 

 
Tämä kirja ei korvaa ohjekirjaa, mutta sen tarkoitus on tukea laskimen käyttöä matematiikan 

tunneilla lukioissa ja ammattikouluissa. Esimerkit ja tiedot perustuvat keskeiseen oppiainekseen. 

 

Ensimmäisissä luvuissa on kuvatta laskimen käyttöä yksityiskohtaisemmin ï aina 

näppäinpainalluksia myöten. Toivottavasti nämä ohjeet auttavat niitä käyttäjiä, jotka eivät ole 

aiemmin käyttäneet laskinta. 

 

Tämän kirjan tarkoitus ei ole myöskään korvata matematiikan oppikirjoja. Kirjassa on myös 

esimerkkejä ilman, että aiheeseen liittyvää teoriaa on ensin käsitelty. Tämän takia kirjaa tulisi 

käyttää oppikirjojen rinnalla. Tämä kirja ei myöskään sisällä erillistä tehtäväkirjaa harjoittelua 

varten. 

 

Casion ClassPad II fx -CP400 mukana tuleva käyttöohje on hyvin kattava. Siinä on paljon 

sellaisiakin komentoja ja toimintoja, joita ei ole kuvattu tässä kirjassa. Olemme asettaneet 

etusijalle yleisimmin toisen asteen opinnoista käytettävät toiminnot, jotta laskinta voisi käyttää 

mahdollisimman hyvin hyödyksi opiskelussa. 

 

Haluan kiittää Kjell Skajaata Casio Scandinavia AS:stä hyvästä yhteistyöstä ja hänen avustaan 

tämän ohjekirjan tekemisessä. 

 

 

Oslossa - syyskuussa 2013 

 

 

 

Tor Andersen 

 

tor.andersen@ude.oslo.kommune.no  
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1. Aloitus 
 

1.1 Päävalikko  
 

Kytke CP400-laskimen virta painamalla . Virta katkaistaan painamalla ensin 

 ja sitten . Kosketuskynä on upotettuna laskimen päädyssä ja ponnahtaa 

esiin, kun sitä hieman painetaan sisäänpäin. 

 

Kun laskin käynnistetään, seuraava näyttö ilmestyy näkyviin. Katso kuva alla vasemmalla. 

 

 Paina .  

Päävalikko. Näet päävalikon sivun 2. Valitse Main. 

   
 

Pääsovellus avautuu. Takaisin päävalikkoon. 
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1.2 Jaettu näyttö sekä vedä ja pudota -toiminto  
 

Main ïsovellus, paina nuolta. Valitse. Laskin näyttää jaetun näytön. 

   

Kuvassa ylhäällä oikealla jaettu näyttö, jossa ylhäällä Main-sovellus ja sen alapuolella koordinaatisto. 

Main-sovelluksen ikkunan voi jakaa 13 eri sovelluksen kesken. 

  Valitse uudelleen Resize. 

   

Valitse Main-ikkuna napauttamalla sitä. Aktiivisessa ikkunassa on sininen kehys ja Resize-komento 

suurentaa aina sillä hetkellä valitun aktiivisen ikkunan. 
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Syötä y=2x+1 Nosta kynä hetkeksi, Sulje koordinaatisto painamal- 

Valitse kosketuskynällä. vedä ja pudota lauseke. la X-näppäintä. 

   
 

Valitse Edit ja Clear All. Paina OK. 

   
 

Huomaa! Laskimeen on mahdollisuus tallentaa muuttujille arvoja. Tällöin esim. muuttujalle x 

voi antaa arvon 2. Tämän jälkeen muuttuja x on 2 jokaisessa sovelluksessa. Jos haluat nopeasti 

päästä eroon tallettamistasi muuttujan arvoista, käytä valikko Edit, Clear All Variables. 

 

Jos haluat poistaa muuttujia yksitelle, ks. luku 2.14 Muuttujien käyttö. 

 

 

  

Voit oppia lisää Edit-

toiminnoista seuraavassa 

kappaleessa. 

 

Edit, Clear All tyhjentää 

aktiivisen sovelluksen tiedot. 

Jos tyhjennät Main-

sovelluksen, esim. Geometry-

sovelluksen tiedot jäävät 

ennalleen. 

 

Kaikkien sovellusten tiedot voi 

poistaa päävalikon 

sovelluksesta System, Reset, 

òAll of the aboveò -> Reset, 

OK. 
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1.3 Vaakanäyttö  
 

 

 

 

1.4 Asetukset  

Voit muokata ohjelmien asetuksia painamalla  

 

Valitse Main ja paina. Valitse Basic Format. Vahvista valinta painamalla

 SET. 

   

 Asetukset näkyvät ikkunan alalaidassa. 

Paina Rad ja tarkkaile mitä tapahtuu. 

Lisätietoja asetuksista löydät käyttäjän oppaasta. Voit vaihtaa nopeasti esim. asteiden ja 

radiaanien välillä pelkästään koskemalla kynällä näytön alareunan tekstiä Rad. 

 

Kääntää näytön vaakasuoraan Main-

sovelluksessa. 

 

Vaakanäyttö sopii erityisesti pitkien 

lausekkeiden tarkasteluun. 

 

Takaisin pystysuoraan näyttötilaan 

pääset painamalla uudelleen Rotate. 
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1.5 Virtuaali näppäimistö  
 

CP400-laite on varustettu lisänäppäimistöllä.  

Tämä näppäimistö ilmestyy näkyviin, kun painat 

painiketta . 

 

Saat virtuaalinäppäimistön katoamaan painamalla 

samaa painiketta uudelleen. 

 

  

 

 

 

Tässä on valittu Math1. Math2 

   
 

Huomaa! 

Tässä on valittuna Line. Laskut tulevat yhdelle riville. Line pois -> oppikirjamuoto 

    
 

Keskimmäisestä kuvasta näkyy, kuinka laite näyttää murtoluvut, neliöjuuret ja potenssit, kun 

Line-toiminto on valittuna. Tässä ohjekirjassa Line-toimintoa ei käytetä. Murtoluvut, potenssit, 

neliöjuuret ja matemaattiset lausekkeet näytetään oppikirjamuodossa. 

 

  

Tutustu 

näyttönäppäimistön 

eri painikkeiden 

toimintaan 

kokeilemalla niitä. 
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1.6 Luettelo  
 

Luettelosta (Catalog) löydät laitteen kaikki komennot ja toiminnot. Suuri osa ja eniten käytetyt 

komennot on myös alasvetovalikoissa. 

 

Valitse Main. Paina  Paina esimerkiksi F.          Siirry takaisin painamalla  

   
 

 

Huomaa! 

 

Täältä löytyy valikot òActionò ja òInteractiveò. 

  
 

  

  

Action-valikko on niille, jotka 

haluavat käyttää laskinta 

komentojen avulla. Tällöin 

pitää tietää laskimen syntaksi, 

esim. diff(f(x),x,2,4). 

 

Koska em. tapa vaatii 

käyttäjältä paljon opettelua, on 

laskimeen kehitetty 

Interactive-valikko , jolloin 

syntaksia ei tarvitse tietää. 

 

Esim. kirjoita funktion lauseke, 

maalaa se kynällä ja valitse 

Interactive, Calculation, diff, 

jolloin laskin kysyy 

derivointiin vaikuttavat seikat 

ja täydentää käskyt käyttäjän 

puolesta. 
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2. Peruslaskenta 
   

2.1 Yhteen- ja vähennyslasku  
 

 Laske: 23 14 9+ - = 
 

MENU. Valitse  Main   Syötä laskulauseke.  

   Paina EXE. 

   
 

Laskut kirjoitetaan vasempaan reunaan, vastaukset tulevat oikeaan reunaan.     

 

2.2 Näytön tyhjennys  
 

 Valitse Edit ja paina Clear All. Paina OK.  

  

Huomaa! Desimaalierottimena 

käytetään pistettä. 
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2.3 Kertolasku   
 

 Laske: 56,5 3,1Ö =  
 

Syötä laskulauseke.  Edit. 

Paina EXE.  Delete poistaa vain sen rivin, jolla osoitin sijaitsee.  

   

2.4 Jakolasku 
 

 Laske: 682,5:18,2= 
 

Jakolaskun symboli on . Tai paina ensin  ja sitten .  

   
 

Jos asetuksena on Decimal, niin murtoluvut näytetään desimaalimuodossa. 
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2.5 Laskennan jatkaminen saadulla tuloksella  
 

 Aiempi laskentatulos on 37,5. Lisää tulokseen 22,5.  

 

  
 

2.6 Murtoluvut  
 

 Laske: 
2 4

3 5
+ = 

 

Syötä murtoluvut. Nuolipai- 

nikkeet ovat myös käytettä-  Vaihtaa murtoluku- ja 

vissä osoittimen siirtämiseen. Valitse vastaus.   desimaalitilojen välillä. 

   
 

   

Paina + ja syötä 22,5. 

 Huom: "ans" ilmestyy automaattisesti näyttöön. 
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2.7 Sekaluvut  
 

 Laske: 
2 1

3 5
5 3
+ =

 

Huomaa, että 
2

3
5

 on sama kuin 
2

3
5
³  fx-CP400-laskimessa.

 
  Ratkaisu.  Vastaus desimaalilukuna.  

   
 

 Desimaaliluku 3,1416 on suunnilleen sama kuin p. Kirjoita luku murtolukuna ja sekalukuna. 

 

Komennot löytyvät Interactive, Transformation, Fraction ïvalikosta tai Catalog-valinnan kautta. 
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2.8 Murtoluvun jakaminen  
 

 Laske: 

2

3
1

6

=

 
Virtuaalinäppäimistön kautta. Sulkeita on käytettävä. Tai näin.

 

   
 

2.9 Potenssit  
 

 Laske: 2 33 3Ö = 

 

Valitse .  

Kertomerkki ei ole välttämätön.  Samankantaisten potenssien laskusääntö? 
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Huomaa, että voit käyttää myös ^.  Huomaa! 

     
     

 

 Laske: 
4 2

3 2

5 2

2 5

Ö
=

Ö
 

 

Display. Vastaus desimaalilukuna. Valitse kynällä Standard. 
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2.10 Merkitsevät  numero t 
 

 Syötä 2 3600 000 neljän merkitsevän numeron tarkkuudella. 

 

Valitse Basic Format. Valitse esimerkiksi Sci 4. Syötä luku ja valitse. 

   
 

 

Paina   Sci 4 muuttaa  

luvun neljän merkitsevän  

numeron tarkkuuteen. Tässä on valittu Sci 9. Vaihda takaisin Normal 1. 
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2.11 Neliöjuuri ja n. juuri  
 

 Laske: 5 7Ö = 
 

Kertomerkki ei ole välttämätön.  Neliöjuuren ja potenssin välinen suhde. 

   
  

 

 

 

 

 Laske: 3 514 23Ö = 

 

Syötä laskulauseke. Valitse vastaus ja paina . Vastaus desimaalilukuna. 
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Huomaa myös tämä. 

   
 

 

  

2.12 Laskusäännöt ja kaavat  
 

a c a c

b b b

+
+ =  

 

a c ac

b d bd
Ö =  

 

:
a c a d ad

b d b c bc
= Ö = 

 
a b b a+ = + 

a b b aÖ = Ö 

( ) ( )a b c a b c+ + = + + 

( ) ( )a b c a b cÖ Ö = Ö Ö

( )a b c a b a cÖ + = Ö + Ö( )a b a b+ + = + 

( )a b a b- - =- + 

( )a a- - = 

 

n m n ma a a +Ö =  

:
n

n m n m

m

a
a a a

a

-= =  

( )n m n ma a Ö=  

( )
n n na b a bÖ = Ö 

n n

n

a a

b b

å õ
=æ ö

ç ÷
 

0
1a =  

1m

m
a

a

- =  

( )
1

1

p
p

q

p
q q

q

p

a a

a a
Ö

å õ
=æ ö
ç ÷

= =

 

xy x y= Ö  

x x

y y
=  

nn nxy x y= Ö  

n

n
n

x x

y y
=  

1

n nx x=  
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 fx-CP400-laskimella voit myös toistaa sääntöjä ja kaavoja. 

 

 

Esimerkiksi.  abc-painike näyttää Voit palata takaisin 

kirjainpainikkeet. painamalla  . 

   
 

 

 

 

 

2.13 Logaritmit  
 

10-kantainen logaritmi 

10-kantainen logaritmi 
lg10 lg10x xx x= Ú = 0x>  

Logaritmiyhtälö lg 10cx c x= Ú =   

Logaritmilait 

a ja b ovat positiivisia 

lukuja. 

 

Lait pätevät kaikille 

logaritmijärjestelmille. 

1) lg( ) lg lga b a bÖ = + 

2) lg lg lg
a

a b
b

å õ
= -æ ö

ç ÷
 

3) lg lgxa x a= Ö  

Huomaa! 
2lg3 2 lg3= Ö  

2(lg3) lg3 lg3= Ö  

 

 Tutki kaikkia kolmea logaritmilakia. Aseta muuttujat esimerkiksi 2a= , 3b=  ja 4x= .  
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Laki 1. Laki 2. Laki 3. 

   
   

 

 Tutki, onko 
lne lnex xx x= Ú =. Aseta muuttujaksi esimerkiksi 5x= . 

 

 

Ratkaisu.  Huomaa!Miksi?   Mitä onlog1000? 
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 Kirjoita mahdollisimman yksinkertaisesti: 3lg4 lg32 3lg2 lg16- + -  

 

Ratkaisu. 

 
 

Selitä käyttämättä laskinta miksi vastaus on nolla. 

 

 Laske 8log 32 

 

Asetus on Standard ja saamme 

tuloksen murtolukuna.  Pohdi, miksi? 

  
 

  

solve ïkomento löytyy 

esimerksiksi välilehdeltä 

Math3.  

 

Voit aina ratkaista yhtälön 

myös maalaamalla sen 

kynällä ja valitsemalla 

Interactive ï valikosta 

komennon Advanced -> 

solve. Hyväksy lasku 

koskemalla OK. 
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Tarkista, pitääkö paikkansa, että ὰέὫωὼώ  ς ὰέὫὼ ὰέὫώ. 

 

Valitse sovellus f(x)= Valitse positiiviset luvut. Syötä yhtälön molemmat  

 puolet ja paina EXE. 

   
 

Hymynaama kertoo yhtälön puolten olevan ekvivalentit. Saman voi tehdä laskemalla vasemman 

ja oikean puolen erotukseksi luvun 0 Main-sovelluksessa. 

 

2.14 Muuttujien käyttö  
 

Vahvennetun nuolen avulla voi sijoittaa muuttujille arvoja. Tässä esimerkissä muuttujan x 

arvoksi on sijoitettu 5. Tällöin 2x on tietenkin 10. Muuttujan arvon voi vapauttaa komennolla 

DelVar tai muuttujienhallinnan Variable Manager kautta. 

 

Sijoitus ja muuttujan vapautus. Variable Manager Main kansio, Edit, Delete 
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3. Yhtälöt  
 

Fx-CP400 -laskimella voit ratkaista yhtälöitä ja yhtälöryhmiä eri tavoin. 
 

3.1 Ensimmäisen asteen yhtälöt  
 

 Ratkaise yhtälö. 3 ( 3) 4 5x x x- - = + 
 

Kirjoita tehtävä sellaisenaan, maalaa se ja käytä Interactive ïvalikon solve -komentoa. Tämä 

menetelmä sopii kaikkien yhtälöiden ja epäyhtälöiden ratkaisuun. Laskin täydentää komennot.  

   
 

 Ratkaise yhtälö. 
3 2 2

2 3 3 4

x x x-
+ = -

 
 
Valitse: Action, Equation/Inequality, solve   Käyttäjän pitää tietää kirjoitusasu. 
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 3.2 Toisen asteen yhtälöt  
 

 Ratkaise toisen asteen yhtälö. 
2 5 6 0x x- - = 

 

Valitse Interactive, 
 Equation/Inequality, solve  Syötä yhtälön vasen puoli. Saat lausekkeen nollakohdat. 

      
 

Voit myös ensin kirjoittaa yhtälön, maalata sen kynällä ja valita sitten Interactive ïvalikon. 

Tällöin maalattu yhtälö siirtyy automaattisesti keskimmäisessä ikkunassa näkyvään kohtaan 

Equation. 

 

Kommentti: Toisen asteen yhtälön normaalimuoto on 2 0ax bx c+ + = ja sen ratkaisukaava on  
2 4

2

b b ac
x

a

- ° -
=  

 Ratkaise toisen asteen yhtälö. 2 0ax bx c+ + =. 
 

Ratkaisu. Ei ole tarpeen kirjoittaa =0. Kokeile itse. 

 
 

 

Osoita, että ὼ ὼ   ja että ὼὼ . 

 

 

 

 

 



29 | S i v u  

 

 Ratkaise toisen asteen yhtälö: 
23 10,5 6 0x x- - = 

 

Otetaanpa erilainen lähestymistapa. Tehtävän yhtälö annetaan yleisessä muodossa ja ratkaisu 

saadaan sijoittamalla tunnetut arvot.  

 

Löydät Math3-valikosta symbolin | jonka avulla voit syöttää ehtoja. Samassa valikossa on myös 

aaltosulut. 

   
  

 

 

 3.3 Toisen asteen yhtälön kompleksiset ratkaisut  
 

 Ratkaise toisen asteen yhtälö: 
22 3 5 0x x- + - = 

 

Vaihda Real-tilasta Cplx-tilaan kynän avulla. Yhtälöllä ei ole reaalisia juuria (ylempi laskurivi), 

mutta sillä on kompleksiset juuret (alempi laskurivi). 
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3.4 Kolmannen asteen yhtälöt  
 

 Ratkaise kolmannen asteen yhtälö. 
3 24 6 0x x x- + + = 

  

 Yhtälö voidaan ratkaista  

Näkymä 1 jakamalla se tekijöihin.  Vertaan näkymään 1. 

   
 

 

Kolmannen asteen yhtälöllä voi esimerkiksi olla reaalinen juuri ja kaksi kompleksista juurta. 

Katso alla oleva tehtävä.  

 

 Ratkaise kolmannen asteen yhtälö. 
3 22 5 2 0x x x- + - + = 

 

Jos fx-CP400 -laskin on Real-tilassa, tulokseksi saadaan vain x=2,462 (ylempi laskurivi). Jos 

käytetään Cplx-tilaa, laskin etsii myös kompeksiset juuret. Käytä likiarvoja Decimal. 
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3.5 Yhtälöryhmät  
 

 Ratkaise yhtälöryhmä  

ςὼ ώ ᾀ ψ
ὼ ςώ ᾀ υ
ὼ υώ ςᾀ ρυ

. 

  

Koske yhtälöparin symbolia kahdesti saadaksesi kolmannen yhtälön. Erota ratkaistavat muuttujat 

pilkuilla pystyviivan oikealle puolelle ja ratkaise koskemalla EXE. 

 
 

  

 Ratkaise yhtälöpari 
ὼ ώ ρ
ὼ ςώ ς

 .  
 

 
Avaa grafiikkaikkuna näytön Valitse lauseke ja vedä se Algebrallinen ja graafinen 

alaosaan laskun jälkeen. grafiikkaikkunaan. ratkaisu.   
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3.6 Logaritmiyhtälöt  
 

 Ratkaise logaritmiyhtälö 
3lg lg lg16x x+ = . 

 

Kirjoita ja maalaa yhtälö Interactive, Equation, solve Laskin täydentää komennot. 

   
 

Vaihtoehtoisesti näin 

   
 

 

Huomaa, että 0x¢  on jätettävä huomiotta logaritmiyhtälöitä ratkaistaessa. 

 

 

3.7 Eksponenttiyhtälöt  
 

Eksponentiaaliyhtälö 

lg

lg

x b
a b x

a
= Ú =  

0 og 0a b> >  

Huomaa! 
n ma a n m= Ý =  

10 lgx a x a= Ú =  

 

 Ratkaise yhtälö: 
210 5 10 4 0x x- Ö + = 
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Ratkaise solve ïkomennolla. Valitse funktion lauseke ja Algebrallinen ja graafinen 

 raahaa se koordinaatistoon. ratkaisu tukevat toisiaan.  

   
 

3.8 Kaavan kanssa työskentely  
 

 Laske ympyräkartion säde, kun tilavuus 
3200 cmV=  ja korkeus 30 cmh= . 

 

Ympyräkartion tilavuuden kaava: 
21

3
V r hp= .   

Kirjoitetaan yhtälö sellaisenaan, maalataan se ja valitaan solve ïkomento Interactive ïvalikosta. 

Käytä var ï välilehden muuttujia. Kopioi positiivinen juuri laskuriville ja sijoita tunnetut arvot. 

   
 

 

Ympyräkartion pohjan säteen pituus on noin 2,52 cm. 
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3.9 NumSolve ɀsovellus  
 

ClassPadissa on oma sovelluksensa numeeristen arvojen ratkaisemiseksi. Päävalikosta löydät 

sovelluksen NumSolve. 

Kirjoita yhtälö sellaisenaan Kirjoita tunnetut mitat Valitse ratkaistava suure ja   

var-välilehden avulla. EXE. niille varatuille paikoille. paina solve-näppäintä. 

   

Ympyräkartion pohjan säteen pituus on noin 2,52 cm. 

 

Tämä sovellus sopii erinomaisesti fysiikan kaavojen avulla ratkaistaviin numeerisiin tehtäviin.  
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4. Funktiot ja kuvaajat  

 

4.1 Funktioiden syöttäminen ja kuvaajie n piirtäminen  
 

 Syötä funktio f, joka määritellään 
3 2( ) 2 2f x x x x= - - + ja piirrä sen kuvaaja. 

 

Valitse päävalikosta Graph & Table.  Näkymä.  

   
 

Syötä funktion lauseke.   Piirrä piirtopainikkeesta. 

    
 

Kuvaaja ei välttämättä näytä tällaiselta. Voi olla, ettei kuvaaja näy kokonaisuudessaan. Tämä 

tarkoittaa sitä, että näyttöikkunaa zoomausta on säädettävä.  
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Valitse View Window. Voit valita esimerkiksi   Tämäkin näyttää View 

 seuraavan asetuksen: Window -valinnan. 

   
 

  

Grafiikkatilassa voit valita esimerkiksi komennot Grid On ja Labels off tai muita komentoja 

tarpeen mukaan. 

 

 Voit myös valita värin. Kokeile Zoom-komentoa. 
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Tässä on valittu Zoom, Box lähentämistä varten. Harjoittele suurentamista ja pienentämistä. 

   

Voit palata alkuperäiseen kuvaan valitsemalla Zoom -> Original.  

 

  Piirrä samaan koordinaatistoon kuvaajat  f  ja g, jotka määritellään  

Ὢὼ ὼ ςὼ ὼ ς ja 
2( ) 2 2g x x x= + -. 

 

Valitse päävalikosta Graph & Table.  

Syötä funktiolauseke y2.  

   

Tässä näemme kuinka helppoa on erottaa kuvaajat toisistaan käyttämällä eri värejä. Voit muuttaa 

värejä ja viivan vahvuuksia funktiolausekkeen oikealla puolella sijaitsevien värivalintojen avulla. 
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Resize-komennolla voit suu-  Valitse Analysis ja Trace.  Voit käyttää ylös/alas-       

rentaa ikkunan  koko näyttöön.   nuolipainikkeita kuvaajan  

 vaihtamiseen. 

   
 

Vasen/oikea-nuolipainikkeella voit siirtää kohdistinta. Voit saada selville valitulle käyrälle 

kuuluvan pisteen x- ja y-koordinaattien arvot. Numeronäppäimen painaminen siirtää kohdistimen 

tarkasti haluttuun kohtaan, esim. kohtaan ˊ. 
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4.2 Taulukot  
 

Jos haluat piirtää kuvaajan käsin, on käytettävä taulukkoa, joka näyttää x- ja y-koordinaattien 

yhteenkuuluvat arvot. Laskinta voi käyttää tällaisen taulukon luomiseen. 

 

 Luo taulukko x- ja y-koordinaattien arvoille lausekkeessa 
3 22 2y x x x= - - +. 

 

Valitse Graph & Table. Syötä funktiolauseke Valitse taulukkopainike. 

   
 

 

Kuvaaja ei välttämättä näytä tällaiselta. Tämä riippuu siitä, millainen Table Input -tila on 

valittuna laskimessa. 

 

Paina painiketta  

Table Input. Valitse Start, End ja Step. Valitse Derivative/Slope Off. 
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Taulukko näyttää nyt tällaiselta. 

Paina Draw-painiketta.  Tulos View Window. 

   
 

Muuta Table Input -valintaa. Tulos  Paina Draw-painiketta. 
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4.3 Kuvaajan pisteet, nollakohta, maksimi - ja minimipisteet  
 

 Syötä funktio f, joka määritellään 
3 2( ) 2 2f x x x x= - - + ja piirrä sen kuvaaja. 

 b) Määritä (2,5)f  

 c) Määritä x kun ( ) 12f x =-  

 d) Määritä kuvaajan mahdolliset nollakohdat. 

 d) Määritä kuvaajan mahdolliset maksimi- ja minimipisteet. 

 

 

a)  

Katso kappale 4.1 ja jatka kuvaajan kanssa työskentelyä seuraavassa näytössä. Käytä oikealla 

näkyviä asetuksia koordinaatistolle. 
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b) 

Valitse Analysis, G-Solve.  

x-Cal/y-Cal. Valitse y-Cal. Syötä x:n arvo. Näkymä. 

   
 

Vastaus: (2,5) 2,625f =  

 

Kommentti: 

Voit määrittää kuvaajan ja y-akselin leikkauspisteen y-Cal -toiminnon avulla. 

Sen sijaan, että antaisimme arvon 0x= , voimme käyttää myös y-Intercept -toimintoa. 

 

     
 

Leikkauspiste y-akselilla on (0,2). 
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c) 

Analysis, G-Solve ja x-Cal. Syötä y-arvo. Paina OK. Tässä ikkunan kokoa on jo  

  muutettu, View Window. 

     
 

Vastaus: ὼ ς kun Ὢὼ ρς 
 

d)    

Analysis, G-Solve ja Root. 

     
 

Muut nollakohdat löytyvät painamalla oikeaa nuolipainiketta.  

Vastaus: Kuvaajan nollakohdat ovat (-1,0), (1,0) ja (2,0).  

 

Kommentti:  

Voimme ratkaista yhtälön 3 22 2 0x x x- - + = graafisesti määrittämällä kuvaajan f nollakohdat. 

Voit lukea lisää yhtälöjen graafisesta ratkaisusta kappaleesta 4.5. 
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e) 

Analysis, G-Solve ja Max.     Analysis, G-Solve ja Min. 

   
 

Kuvaajan maksimikohta on ( 0,215,2,113)-  ja minimikohta (1,549,0,631). 

 

Huomaa!  Jos kuvaajalla on useampia maksimi- ja minimikohtia, voit näyttää niiden 

koordinaatit painamalla oikeaa nuolipainiketta. 

 

Tarkista: 

 

    
 

Tämä tehdään näin: ( ) 0f x¡ = , kun ὼ πȟςρυ tai ὼ ρȟυτω. 

 

 

  



45 | S i v u  

 

4.4 Kuvaajien leikkauspisteet  
 

 Syötä funktio f, joka määritellään 
3 2( ) 2 2f x x x x= - - + ja piirrä sen kuvaaja. 

  Piirrä g:n kuvaaja, joka määritellään 
2( ) 2 2g x x x= + - samaan koordinaatistoon. 

  Määritä näiden kahden kuvaajan mahdolliset leikkauspisteet. 

 

Analysis, G-Solve ja   

Intersection. Näytä seuraava leikkauspiste painamalla oikeaa nuolinäppäintä. 

   
     

Vastaus: Kuvaajien leikkauspisteet ovat (-1,103; -0,671) ja (0,854; 0,311). 

Kommentti: 

Muista tarkistaa graafinen vastaus ratkaisemalla yhtälö 
3 2 22 2 2 2x x x x x- - + = + -

algebrallisesti. On olemassa myös kolmas leikkauspiste. G-Solve valikon komennot rajataan 

automaattisesti näkyvän koordinaatiston alueelle. 
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On siis olemassa kolmaskin leikkauspiste niiden kahden lisäksi, jotka ensin löysimme graafisesti. 

Löytääksemme tämän kolmannen leikkauspisteen koordinaatistosta meidän on siirryttävä 

akseleilla positiiviseen suuntaan. 

 

Kolmannen leikkauspisteen x-koordinaatti on 4,249. 

 

 

4.5 Yhtälöiden graafin en ratkaiseminen  
 

Käytämme ensin Intersection-komentoa yksinkertaisen yhtälön ratkaisemiseen. 

Kappaleessa 3 ratkaisimme yhtälön 
3 2 2

2 3 3 4

x x x-
+ = - Main-sovelluksessa. Tämä yhtälö voidaan 

ratkaista myös graafisesti. Sijoitamme yhtälön vasemmalle puolelle y1 ja oikealle y2. 

 

Valitse molemmat yhtälöt. Säädä View Window sopivaksi. Painamalla EXE voit merka- 

Piirrä kuvaajat. Analysis, G-Solve, Intersection. ta pisteen. Tarkistus laskemalla. 

   
   

 

Yhtälön  
3 2 2

2 3 3 4

x x x-
+ = - ratkaisu on  10x= . 

 

 Ratkaise toisen asteen yhtälö 2 5 6 0x x- - =. 

 

Tässä tehtävässä käytämme Root-komentoa yhtälön ratkaisuun. 
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Syötä funktion lauseke. Analysis, G-Solve, Root. Oikea nuolinäppäin antaa  

  seuraavan nollakohdan. 

   
 

 Tarkistus  

   
 

Toisen asteen yhtälön 2 5 6 0x x- - = tulokset ovat 1x=- ja 6x= . 

 

 

 Ratkaise yhtälöryhmä graafisesti. 

 

  
2 3 3

2

x y

x y

- =-

- =-
 

 

 

Yhtälö on ensin muunnettava muotoon y ax b= +. 
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Ratkaistaan y ja avataan funk- Raahataan ratkaisut y:lle. Leikkauspisteet graafisesti. 

tioluettelo 

    
 

EXE:n painallus jättää pisteen  

koordinaatit näkyville.  Tarkistus algebrallisesti. 

  
 

 

Yhtälöryhmän ratkaisu on 3x=- ja 1y=-. 

Harjoittele graafisia ratkaisuja yksinkertaisilla, toisen ja kolmannen asteen yhtälöillä, 

eksponentiaali- ja logaritmifunktioilla sekä yhtälöillä, joissa on kaksi tuntematonta.  
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4.6 Derivaatta ja toinen der ivaatta  
 

 Syötä funktio f, joka määritellään 
3 2( ) 2 2f x x x x= - - +. Määritä (2)f¡ . 

 

Siirry Graph-tilaan. 

Valitse Derivative/Slope On. Piirrä kuvaaja. Analysis, G-Solve, Trace. 

    
 

 

Paina näppäimistön lukua 2..  

Tällöin tuloksena on Paina OK. 

     
 

Vastaus: (2) 3f¡ = . 
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Tarkista: 

Kirjoita lauseke ja maalaa se. Interactive, Calculation, diff  

   
 

Vaihtoehtoinen tapa: 

    
 

Tällöin on osoitettu, että (2) 3f¡ = . 
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Derivaatan arvot voidaan myös taulukoida Trace-komennolla. Tämä edellyttää, että Derivative 

on asetettu päälle (On) luvun  4.6 alun ohjeen mukaisesti. Seuraavasta taulukosta näemme 

esimerkiksi, että Ὢǰ ρ φ ja Ὢǰρ ς.      

       

Taulukointi ja arvovälin asetus. Valitse haluamasi arvoväli. Taulukoi arvot. 

   
 

Valikosta Analysis, Sketch, Tangent voit piirtää tangentin haluamaasi paikkaan. Käytä apuna 

numeronäppäimistöä tarkan pisteen asettamiseksi. 

 

Mikä yhteys tangentin jyrkkyydellä tietyssä pisteessä on derivaatan arvoon samassa pisteessä? 

 

 Syötä funktio f, joka määritellään 
3 2( ) 2 2f x x x x= - - +. Määritä (3)f¡¡. 

 

Valitse Main-sovellus. Vaihtoehtoinen tapa. Interactive-valikon helppoutta.  

   
 

Vastaus: (3) 14f¡¡=     
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 Syötä funktio f, joka määritellään 
3 2( ) 2 2f x x x x= - - +. 

Määritä kuvaajan mahdollisen käännepisteen x-koordinaatin arvo. 

 

Tuloksena on  

 Ὢǰὼ σὼ τὼ ρ ja Ὢǰǰὼ φὼ τ 
 

Tästä seuraa, että  

2
( ) 0

3
f x x¡¡= Ý =  

 

Siirretään tämä CP400 ïlaitteeseen: 

 

Toisen derivaatan nollakohta. Kuvaajan piirto raahaamalla. Analysis, G-Solve, Inflection 

   
 

Vastaus: Kuvaajan  f  käännepisteen x-koordinaatti on 
2

3
x= . 

Käännepisteet sijaitsevat maksimi- och minimikohtien välissä. Kuvaajan kuperuussuunta 

muuttuu käännepisteissä.  

 

Viimeisessä näyttökuvassa on käännepiste hyväksytty painamalla EXE. Tällöin sen koordinaatit 

jäävät näkyville ja piste merkitään punaisella. Salmiakin kuvasta voi piirtää kuvaajan uudelleen 

ReDraw ja Trace toiminnolla voi kulkea pitkin käyrää tutkien sekä koordinaatteja että derivaatan 

arvoja käyrän pisteissä. 
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Kulkukaavion saa näkyville funktioluettelossa valitulle funktiolle. Edellinen käännepisteen 

hakeminen voidaan perustella myös kulkukaavion avulla. 

Paina kulkukaavion merkkiä. Tarkat arvot näet taulukon alta. Linkittäminen yhdistää kulku- 

 Piirrä myös kuvaaja. kaavion ja kuvaajan. 

   

Voit valita, näkyykö toinen derivaatta kulkukaaviossa Settings, Graph Format, Special. 

 

Koske kulkukaaviossa fô(x) ja fôô(x) kohtia. Mitä huomaat?  
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4.7 Integraali ɀ pint a-ala 
 

  Syötä funktio f, joka määritellään 
3 2( ) 2 2f x x x x= - - +.  

Määritä sen suljetun alueen pinta-ala, joka sijaitsee ensimmäisessä neljänneksessä ja jota 

rajoittavat funktion  f  kuvaaja sekä koordinaattiakselit. 

 

Analysis, G-Solve. Integral.  

    
 

Valitse integraalin alaraja painamalla näppäimistön numeropainiketta 0.   

 

  
 

Näemme, että sen alueen pinta-ala, joka sijaitsee ensimmäisessä neljänneksessä ja jota rajoittavat 

funktion f  kuvaaja sekä koordinaatiston akselit, on 1,0833. 
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Tarkistus: Valitse Main -sovellus. Syötä funktion lauseke integraalimerkin jälkeen ja anna 

integrointirajat. Paina EXE.  

Tuloksena saamme 
13

12
. Vastaus desimaalilukuna. Integraalifunktio saadaan ilman 

   ylä- ja alarajaa. 

    
 

Saamaamme tulosta todistaa myös graafinen ratkaisu. Muista lisätä integroimisvakio! 

 

 

 Määritä pinta-ala, jota rajaavat kuvaajat  
2( )f x x=  ja 

2

2
( )

1
g x

x
=
+

. 

 

Syötä funktioiden lausekkeet. Piirrä kuvaajat. Analysis, G-Solve, Integral. 
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dxñ Intersection. EXE. Oikea nuolinäppäin. EXE. EXE. 

   
 

Kuvaajien määrittämän alueen pinta-ala on noin 2,47 pinta-alayksikköä. 

 

 Määritä pinta-ala, jota rajaavat kuvaajat 
2( ) 2f x x= ja 

4 2( ) 2g x x x= - . 

 

Piirrä kuvaajat. Valitse dxñ Intersection. EXE. EXE ja paina kaksi kertaa  

  oikeaa nuolipainiketta. 
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Vahvista valinta painamalla EXE. 

   
 

Kuvaajien määrittämän alueen pinta-ala on noin 8,53 pinta-alayksikköä. Oikealla näkyvässä 

kuvassa näemme algebrallisen ratkaisun. 

 

4.8 Integraali ɀ pyörähdyskappaleen tilavuus  
 

 Aluetta rajoittaa  x-akseli ja kuvaaja ώ Ѝὼ, jossa  0Ò x Ò 4. Tämä rajattu alue pyörähtää x-

akselin ympäri. Tällöin tuloksena on pyörähdyskappale. Laske pyörähdyskappaleen tilavuus. 

 

Pyörähdyskappaleen tilavuus voidaan laskea seuraavasti: 

2 2Volume ( ) ( ( ))

b b

a a

radius dx f x dxp p= =ñ ñ  

Ratkaisu Main-sovelluksessa. Ratkaisu Graph & Table-ikkunassa. 
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Pyörähdyskappaleen tilavuus on 8 25,13pº  tilavuusyksikköä. 

 

 

 Aluetta rajoittaa kuvaaja 
2 1y x= + sekä suora 3y x=- +. Tämä alue pyörähtää x-akselin 

ympäri, jolloin tuloksena on pyörähdyskappale. Laske pyörähdyskappaleen tilavuus. 

Rajat tälle määrätylle integraalille määrittyvät paraabelin ja suoran leikkauspisteiden x-

koordinaattien kautta. 

   

Graafinen ratkaisu  Algebrallinen ratkaisu 
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Huomaa, että integroitava on seuraavien lausekkeiden muodostama erotusfunktio: 
2 2( 3)y x= - + 

ja 
2 2 2( 1)y x= + . 

 

Ratkaisu. 

   
 

Pyörähdyskappaleen tilavuus on 
117

73,51
5

p
º  tilavuusyksikköä. 

 

4.9 Integraali ɀ pyörähdyskappal een pinta -ala 
 

Jos funktio f on derivoituva koko välillä a x b¢ ¢, on sen kappaleen pinta-ala, joka muodostuu 

kuvaajan ( )y f x=  pyörähtäessä x-akselin ympäri, seuraava: 

2

2 1

b

a

dy
S y dx

dx
p

å õ
= +æ ö

ç ÷
ñ  

 

 Aluetta rajoittavat puoliympyrä 2 21y x= -  ja x-akseli. Alue pyörähtää x-akselin ympäri. 

Tuloksena saatava pyörähdyskappale on pallo, jonka säde on 1. Määritä tämän pallon pinta-ala.  

 

Ensin näemme, että 
2 2

1
( 2 )

2 1 1

x
y x

x x

-
¡= - =

- -
 , josta on tuloksena 

2
2

2
( )

1

x
y

x
¡=

- . 

 

Katso seuraava näyttökuva.  
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Integroitava lauseke ja määrätyn integraalin arvo. 

 

    
 

1-säteisen pallon pinta-ala:  2 24 4 1 4rp p p= Ö =. 

 

4.10 Integraali ɀ kaarenpituus  
 

Jos funktiolla ()y f x=  on jatkuva derivaatta koko välillä a x b¢ ¢, kuvaajan ( )y f x=  

kaarenpituus välillä [ a,b] on 

2

1

b

a

dy
L dx

dx

å õ
= +æ ö

ç ÷
ñ  

 

 

 Määritä kaarenpituus kuvaajalle ()
3

2
4 2

1
3

y f x x= = -, jossa 0 1x¢ ¢. 

Ensin näemme, että 
1

2
4 2 3

2 2
3 2

y x x¡= Ö =  jonka tuloksena on 
2( ) 8y x¡=  

Katso seuraava näyttökuva. 
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 Integraali kyseisellä välillä. Tai suoraan näin: 

   
 

Kaarenpituus on 2,167Lº  tai 
13

6
. 

 

 

 

4.11 Parametrimuotoiset yhtälöt  
 

Monet mielenkiintoiset kuvaajat eivät ole muodossa ( )y f x= , vaan ne voidaan määritellä siten, 

että sekä x että y ovat itsessään niin sanottujen parametrien funktioita. Ympyrä 
2 2 1x y+ = 

voidaan esimerkiksi määritellä parametrien avulla lausekkeiden cosx t=  ja siny t=  avulla. 

Näin ollen tässä t on niin kutsuttu parametri. Liikkuva piste, joka seuraa jotakin käyrää, voidaan 

määritellä parametrin avulla, jossa parametri t on aika.  

 

Liikkuva piste, joka on kiinnitetty pyörivään renkaaseen on mielenkiintoinen esimerkki siitä, 

milloin parametrien muodostamista voidaan käyttää. Niin sanottu sykloidi voidaan määritellä 

kiinteänä pisteenä renkaassa, kun rengas pyörii vaakasuoralla pinnalla.  
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  Kuvitelkaamme ympyrä, jonka säde on 2, pyörimässä liukumatta pitkin x-akselia.  

Kiinteä piste P tässä ympyrässä piirtää tällöin sykloidiksi kutsuttua viivaa. Sykloidin 

parametrimuodostus tapahtuu seuraavasti ( ) ( sin )x t a t t= - , ( ) (1 cos )y t a t= - , jossa a on 

säde. 

  Piirrä kuvaaja laskimella. 

 

Valitse Graph & Table   

päävalikosta. Valitse Type. Valitse ParamType. 

   
 

Syötä funktion lauseke.  

Aseta 2a= . Säädä näyttö View Window. 
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Kuvaaja on sykloidi.  Kokeile muuttaa parametrin arvoa. 

   
 

 

 Kuvaajaa, jonka parametrimuoto on cosx t t= , siny t t= , kutsutaan Arkhimedeen 

spiraaliksi.  Piirrä Arkhimedeen spiraali, kun [ ]0,6t pÍ . 

 

Syötä funktion lauseke.    Arkhimedeen spiraali.   

     
  

 

Harjoittele View Window-komennon käyttöä. 
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4.12 Napakoordinaatit  
 

Oletetaan, että l on suoraviivainen akseli, joka alkaa origosta O, ja että P on tasossa sijaitseva 

piste. Voimme paikantaa pisteen P suhteessa l-akseliin ja origoon O olettamalla sekä etäisyyden 

r origosta O pisteeseen P sekä kulman q, jonka OP muodostaa l-akselin kanssa.  

 
Järjestettyä lukuparia ( , )r q  kutsutaan pisteen P napakoordinaateiksi.  Pisteen P napakoordinaatit 

eivät ole yksikäsitteisiä. Koska kulma toistuu koskien jokaista 2p, on ilmeistä, että 

( , ) ( , 2 )r rq q p= + . Etäisyyden r vastaluku vastaa 180
° 
siirtymää. Tästä seuraa, että 

( , ) ( , )r rq q p- = +. Jos akseli l on sama kuin positiivinen x-akseli, voi tasossa olevalla pisteellä 

P olla sekä karteesisia koordinaatteja ( , )x y  että napakoordinaatteja( , )r q . Katso alla oleva 

kuvio. 

 
Käyttämällä sinin ja kosinin määritelmiä saamme tuloksena seuraavan yhteyden karteesisten 

koordinaattien ( , )x y ja napakoordinaattien ( , )r q  välille: cosx r q= , siny r q= . Voimme myös 

ilmaista r:n ja lausekkeen q  x:n ja y:n avulla. Näin ollen saamme 
2 2 2r x y= +  ja tan

y

x
q= . Tästä 

seuraa, että 2 2r x y= +  ja 1tan
y

x
q -å õ
= æ ö

ç ÷
. 

 Muunna koordinaatit (4, )
4

p
 napakoordinaateista karteesisiksi koordinaateiksi.  

Ratkaisu. Huomaa Rad-tila.  Käytä komentoa toRect. 
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Vastaus: 2 2x=  ja 2 2y= . Huomaa, että cos sin
4 4

p på õ å õ
=æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷
 

 Muunna koordinaatit pisteelle ( 3, 1)-  karteesisista koordinaateista napakoordinaateiksi.  

 

Laskemalla    Käyttämällä komentoa toPol. 

    

Vastaus: 2r =  ja 
6

p
q=-

 
 

 Kuvaaja 2(1 cos )r q= +  on sydämen muotoinen ja sitä kutsutaankin kardioidiksi.  

 Piirrä kuvaaja.  

 

Valitse napakoordinaatit  

Paina r Type= .    Kardioidi 
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  Laske pinta-ala alueesta, jota rajoittaa kardioidi jossa 2(1 cos )r q= + . 

  

 Alue A , jota rajoittaa kuvaaja ( )r f q=  ja ( )r r q= , jossa [ ],q a bÍ  ja joka saadaan yhtälöstä 

21
d

2
A r

b

a

q=ñ . 

Ratkaisu.   Mielenkiintoinen kaava.  

     
 

 Laske kaarenpituus kardioidille, jonka esitys napakoordinaattien avulla on 2(1 cos )r q= + . 

 

Jos lausekkeella ( )r f q=  on jatkuva derivaatta [ ],q a bÍ  ja jos piste ( , )P r q  sijaitsee 

kuvaajalla ( )r f q=  ja jos q on välillä a ja b, käyrän pituus voidaan laskea seuraavalla 

kaavalla: 

2

2 d
d

d

r
L r

b

a

q
q

å õ
= +æ ö

ç ÷
ñ . Edelleen 

d
2sin

d

r
q

q
=- .  

 

Ratkaisu. Kaarenpituus on 16.  

  

 
Yleisesti kardioidin yhtälö on 2 (1 cos )r a q= + .  
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Tutki seuraavaa! Käytä laskinta sen todistamiseen, että kardioidin kaarenpituus saadaan yleisesti 

kaavalla 16a  ja että kardioidin rajoittama alue on 26 ap . 

 

 Kokeile seuraavia: cosr a nq=  ja sinr a nq=  ja tutki onko olemassa yhteyttä kierrosten 

lukumäärän ja sen välillä, onko n parillinen vai pariton. Katso alla olevat näyttökuvat. 
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4.13 Regressioanalyysi  
 

Tärkeä osa funktioiden käytöstä liittyy sellaisten matemaattisten mallien luomiseen, jotka 

pystyvät suunnilleen kuvaamaan havaitsemiamme yhteyksiä tai riippuvuuksia. Voimme siirtää 

havaintomme taulukkomuotoon. Taulukoiden avulla voimme yrittää luoda malleja, jotka 

pyrkivät kuvaamaan riippuvuuksia y- ja x-arvojen välillä. Tätä prosessia kutsutaan 

regressioanalyysiksi tai funktion muokkaamiseksi. 
 

 Uusi ostoskeskus avattiin muutama vuosi sitten. Alla oleva taulukko näyttää liikevaihdon 

koskien ensimmäisiä kuukausia avaamisen jälkeen. Tammikuu on kuukausi 1, helmikuu 

kuukausi 2 ja niin edelleen. 

 

Kuukausi 5 10 15 20 25 

Liikevaihto (miljoonaa kruunua 

kuukaudessa) 

1,8 3,2 4,2 4,8 5,0 

   

 Luo malli liikevaihdolle (kruunua/kuukausi) 25 ensimmäisen kuukauden tietojen perusteella.  
 

 

Valitse päävalikosta Statistics. Syötä arvot taulukkoon. Calc, Regression, Quadratic Reg. 
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Quadratic Reg antaa toisen asteen funktion. Tästä seuraa, että 2 1r = . Tämä osoittaa, että funktio 

kuvaa tilannetta aivan täydellisesti. Laskimella tehtävän regressiolaskennan avulla olemme 

johtaneet funktion f  lausekkeeksi 
2( ) 0.008 0,4f x x x=- + . Tätä voidaan käyttää matemaattisena 

mallina liikevaihdon laskemiseen koskien 25 ensimmäistä kuukautta.  

 

Voimme kopioida funktiolausekkeen Graph & Table -valikon y1-kohtaan, jossa voimme käyttää 

Analysis-toimintoa esimerkiksi suurimman kuukausikohtaisen myyntimäärän määrittämiseksi. 
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 Vuosien kuluessa metsänhoitajat ovat mitanneet erilaisten puiden pituuksia erilaisissa 

ympäristöissä. Tiettyjen puulajien pituuksia on mitattu 30 vuoden ajan. 

  

x ï ikä [vuosia] 0 5 10 15 20 25 30 

f(x) ï pituus [m] 0 0,45 1,75 3,70 6,10 8,80 11,60 

 

 Kehitä matemaattinen malli, joka pystyy kuvaamaan tämän puulajin pituutta 30 vuoden 

mittausjakson aikana. 

 

Tällä kertaa syötämme arvot taulukkoon List1 aikaa säästävällä tavalla.  

    
 

Voimme säästää paljon aikaa syöttämällä arvot luetteloihin tällä tavalla ï erityisesti silloin, kun 

arvoja on paljon. Syötä funktion arvot luetteloksi list2.  Yhtälö Calc, Regression, Cubic Reg. 

 

    
 

Nyt 2 1r º  , joka osoittaa kolmannen asteen funktion kuvaavan puiden kasvua lähes täydellisesti.  
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Laskimen regressiotoiminnon avulla voimme todeta funktion f  lausekkeen olevan 
3 2( ) 0,00024 0,02f x x x=- + ja että sitä voidaan käyttää matemaattisena mallina puiden pituuden 

kasvulle 30 vuoden mittausjakson aikana.  

 

Voimme tässä yhteydessä poistaa lausekkeesta ensimmäisen asteen termin ja vakion. Nämä ovat 

merkityksettömiä verrattuna yhtälön kolmannen ja toisen asteen jäseniin.  

 

Yllä oikealla näkyvässä näytössä näemme 60 vuoden määrittelyjoukon. Mallin perusteella puu 

saavuttaa maksimipituutensa 55 vuoden jälkeen. Tämä saa meidät ajattelemaan, ettei malli ehkä 

päde enää 55 vuoden jälkeen. Lisäkasvua ajatellen meidän täytyy löytää uusi matemaattinen 

malli.  

 

Emme voi tietenkään käyttää mallia, jossa puun pituus alkaa pienentyä dramaattisesti 

saavutettuaan maksiminsa.  

 

4.14 Epäyhtälöiden graafinen ratkaiseminen  
 

Kun ratkaisemme yksinkertaisia epäyhtälöitä, niille pätevät samat laskentasäännöt kuin 

yhtälöille, yhtä tärkeätä poikkeusta lukuun ottamatta:  

 

Jos jaamme tai kerromme negatiivisella luvulla, on epäyhtälön merkki käännettävä. 

 

 Ratkaise epäyhtälö: 3 5 5 3x x+ > + Ilman laskinta. 

 

3 5 5 3x x+ > + 

3 5 3 5x x- > - 

2 2x- >-  

1x<    
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 Ratkaise epäyhtälö: 3 5 5 3x x+ > + laskinta käyttäen. 

    

Piirrä kuvaajat.  Analysis, G-Solve. Epäyhtälön merkki, Math3   

   
 

Huomaa, että 5 3y x= + on jyrkempi suora. Miksi? 

Koska y1 y2>  on epäyhtälö,  pitää y1 kuvaajan olla ylempänä kuin y2 kuvaajan. 

Ratkaisu: 1x<  

Tai näin. 

 

3 5 5 3x x+ > + 

3 5 5 3 0x x+ - - > 

2 2 0x- + > 
 

 Analysis, G-Solve. Root. 
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Koska y1 0> on epäyhtälö, johon x-arvot on syötetty, ja jossa y1 on x-akselin yläpuolella. 

 

Ratkaisu: 1x<  

 

Valitse Type. Inequality ja y >Type. Syötä laskulauseke. 

    
 

 

 

Ratkaisu. 

   
 

     

Huomaa, että Inequality Plot Type tilaksi on asetettu Union. Alue, jossa epäyhtälö täyttyy, näkyy 

kaksinkertaisesti varjostettuna.  

 

Voit myös viedä laskua eteenpäin kuin tekisit sen paperilla (oikeanpuoleisin kuva). 
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4.15 Itseisarvofunktio  
 

 Piirrä kuvaaja funktiolle f, joka määritellään ( )f x x= . 

 

Itseisarvo löytyy Math2-valikosta.  Voimme kirjoittaa myös abs(x). 

   
 

 

  Piirrä kuvaajat  f  ja g, jotka määritellään ( ) sinf x x=  ja ( ) cosg x x=  samaan  

 koordinaatistoon, kun [ ],x p pÍ - . 

 

Harjoittele alueiden rajaamista ja erilaisten alueiden laskemista. Voimme oppia lisää 

trigonometrisistä funktioista kappaleessa 5. 
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4.16 Käänteisfunktiot  
 

 Piirrä kuvaaja funktiolle f, joka määritellään ( ) ln( )f x x= . Piirrä kuvaaja käänteisfunktiolle 

f. 

 

Löydät ln-symbolin Math1-  Piirrä käänteisfunktionkuvaaja          

ja Math3-valikoista.  Analysis, Sketch, Inverse. 

   
   

 
 

Tähän on piirretty myös y x=  . Mitä näemme? 

 

Funktion ( ) ln( )f x x=  käänteisfunktio on ( ) exg x = .  
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4.17 Paloittainmääritellyt funktiot  
 

 Piirrä kuvaaja funktiolle f, joka määritellään 
πȢυὼ σȟυȟὯόὲ ὼ ρ

ὼ σὼ ρȟὯόὲ ὼ ρ
. 

 

Tutki lisäksi, onko funktio jatkuva kohdassa x = 1. 

 

Määrittele funktio Define. Avaa koordinaatisto. Raahaa lauseke 

koordinaatistoon. 

   
 

Laske funktion arvo ja toispuo- 

leiset raja-arvot  kohdassa x = 1. 

 
 

Funktio on siis jatkuva kohdassa x = 1. 
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5. Trigonometria  

 

5.1 Asteet ja radiaanit  
 
 

Radiaanit saadaan lausekkeesta 
b

v
r
= .  

 

Kun kulma on v  radiaania ja n  astetta, tästä seuraa, että 
180

v n

p
=

o
. 

 

 

Basic Format -tilaksi voimme valita Radian, Degree tai Grad. Käsittelemme tässä vaihtoehtoja 

Degree ja Radian. 

 

Tässä on valittuna Radian.  Tässä on valittuna Degree. Napsauta Deg  

vaihtaaksesi tilaksi Rad tai Grad. 

    
 

On tärkeätä tietää onko laskin asetettu Degree- vai Radian-tilaan. 

 

 Vaihda o30  radiaaneiksi. 

  

Valitse Rad-tila. Valitse Main. Syötä asteet, valitse asteen symboli ja paina EXE. 
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Asteen symboli löytyy sekä   

Math1- että Trig-valikosta.     Miksi? 

     
 

Huomaa, että o 100
30 grad

3
= . Muunna 400 graadia asteiksi.  

 

 Muunna 
3

p
 asteiksi (degree). 

 

Löydät rad-symbolin Math1-  tai Trig-valikosta. 

 

 Valitse Rad-tila.  Valitse Deg-tila. 

Yksittäinen kulman muunnos. Taulukko asteista radiaaneiksi.  Radiaaneista asteiksi. 
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VaihdaTable Input -tilaan ja kokeile näyttää taulukkoja erilaisilla End- ja Step-asetuksilla. 

 

 

5.2 Sinin, kosinin ja tangentin laskeminen   
 

 

  Laske sini kulmalle o45 ? 

 

Valitse Trig-välilehti ja Deg-tila.  Rad-tilassa on käytettävä asteen merkkiä. 

    
 

Jos laskin on Rad-tilassa, voimme myös laskea sinin kulmalle o45  syöttämällä astemerkin luvun 

45 perään. Vaikka Rad-tila on valittuna, saamme oikean vastauksen, koska käytämme 

astemerkkiä. 
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Jos tässä tapauksessa emme käyttäisi asteen merkkiä, laskin laskisi sinin 45 radiaanille. 

 

 
 

 

 Laske kosini kulmalle 
4

p
. 

Jos kulmalle (Angle) valittua tilaa ei ole tarkistettu, on syötettävä r-symboli lausekkeen 
4

p
 

jälkeen. 

 

Deg-tila. On käytettävä r -symbolia. Rad-tila. r-symbolia ei tarvita. 
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  Laske tangentti kulmalle o60 . 

 

Deg-tila.     Rad-tila. Asteen merkki tarvitaan. 

   
 

5.3 Kulman laskeminen  
 

 Määritä kulma v, kun 
1

sin
2

v=  

Kulman yksiköksi on valittu asteet.  Kulman yksiköksi on valittu radiaanit.  
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 Määritä kulma v, kun 
1

cos
2

v=-. 

Kulman yksiköksi on valittu asteet.  Kulman yksiköksi on valittu radiaanit.  

    
 

 

 

 

 

 Määritä kulma v, kun tan 1v= . 

 

Kulman yksiköksi on valittu asteet.  Kulman yksiköksi on valittu radiaanit.  
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 Voit tarkistaa alla olevat kaavat laskimella. 

 

Trigonometrian perusyhtälö 2 2sin cos 1u u+ = 

Vastakulmat 

sin( ) sinu u- =-  

cos( ) cosu u- =  

tan( ) tanu u- =-  

Suplementtikulmat 

osin(180 ) sinu u- =  
ocos(180 ) cosu u- =-  
otan(180 ) tanu u- =-  

Komplementtikulmat 

osin(90 ) cosu u- =  
ocos(90 ) sinu u- =  

Summa ja erotus 

sin( ) sin cos cos sinu v u v u v° = Ö ° Ö 

cos( ) cos cos sin sinu v u v u v° = Ö Öm  

( )
tan tan

tan
1 tan tan

u v
u v

u v

°
° =

Öm
 

Tästä seuraa, että: 

 
sin2 2sin cosu u u= Ö  

 
2 2

2

2

cos2 cos sin

2cos 1

1 2sin

u u u

u

u

= -

= -

= -

 

2

2tan
tan2

1 tan

u
u

u
=
-

 

 

 

 

 

Trigonometrian perusyhtälö  Suplementtikulmat Komplementtikulmat 

   
 

Voit tarkistaa muut kaavat itse. 

 

 

 



84 | S i v u  

 

5.4 Trigonometriset funktiot ja kuvaajat  
 

 Piirrä kuvaaja funktiolle f, joka määritellään ( ) sinf x x= , kun [0,2 ]x pÍ  

 

Valitse kulman yksiköksi radiaanit. Valitse päävalikosta sovellus Graph & Table.  

 

Säädä View Window arvot ja ikkuna sopiviksi.  Määrittelyjoukko on annettu. 

   
 

Harjoittele omatoimisesti ääriarvojen ja nollakohtien laskemista. Valitse Analysis -> G-Solve. 

  Piirrä g:n kuvaaja, joka määritellään 
2( ) cos ( )g x x= , kun [ , ]x p pÍ - . 

   
Rad-tila.     Deg-tila.  

    
 

Koska määrittelyalue on valittu, voimme nähdä kuvaajan vain tällä alueella [ , ]x p pÍ - . 
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 Piirrä h:n kuvaaja, joka määritellään ( ) sinh x x= , kun [0,3 ]x pÍ  
 

Kirjoita abs tai käytä Math2-valikosta löytyvää symbolia. 

    
 

 

 Laske pinta-ala alueelle, jota rajoittavat x-akseli ja funktion  f  kuvaaja, kun määritellään

 ( ) cosf x x=  ja [ , ]
2 2

x
p p

Í - . 

 

  Analysis, G-Solve, Integral. Syötä ḯ/2 näppäimistöltä. 
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  Tarkistus 

   
 

Rajatun alueen pinta-ala on 2. 
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 Eräänä heinäkuisena kesäpäivänä mitattiin ulkolämpötilaa. Mittaus tehtiin joka toinen tunti. 

 Lämpötila mitattiin asteissa (oC ) ja x on tuntien lukumäärä keskiyön jälkeen 

 

 x  0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 

Ulkolämpötila  20,3 18,6 18,0 18,6 20,4 22,5 24,8 26,4 27,0 26,4 24,8 22,5 20,3 
 

  Kehitä funktiolauseke, joka sopii mitattuihin lämpötiloihin. Piirrä kuvaaja. 

 

Syötä tunnit luetteloon list1 ja lämpötilat luetteloon list2 . Calc, Regression.   

     
 

 

Sinusoidal Reg (sinimuoto). 

   
 

Funktio Y = 4,49sin(0.26x ï 2.61) + 22.53 kuvaa lämpötilan kehitystä tämän vuorokauden 

aikana. Olemme kopioineet samalla funktion y1:een Graph & Table -sovellukseen. 
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 Kuvaajaa voi nyt analysoida. 

   
  

 Kun lentokone putoaa ilmakuoppaan, siipien kärjet alkavat väristä. Siivenkärkien etäisyys 

normaalisijainnista t sekunnin kuluttua lasketaan seuraavasti: 

  
0,6( ) 6e sin( )tf t tp-= Ö , jossa ( )f t  mitataan senttimetreinä.  

  

Piirrä funktion  f  kuvaaja ja määritä siivenkärkien maksimietäisyys niiden normaalisijainnista. 

 

Valitse Rad-tila. Valitse ikkuna xmin: 0, xmax: 5, ymin: 5-  ja ymax: 5. 

Vaaka-akseli näyttää ajan sekunteina. Pystyakseli näyttää siivenkärkien paikan muutoksen 

senttimetreinä. 

 

Funktiolauseke ja kuvaaja.   Valitse Analysis.   

   
 

Suurin poikkeama tapahtuu 0,44 sekunnin kohdalla ja on noin 4,5 cm. 

 



89 | S i v u  

 

5.5 Trigonometriset yhtälöt  
 

Sinillä, kosinilla ja tangentilla on yleiset ratkaisut radiaaneissa: 

cosu a=  antaa 
0

0

2

2

u u n

u u n

p

p

= + Öë
ì
=- + Öí

 

 

sinu b=  antaa 
( )

0

0

2

2

u u n

u u n

p

p p

= + Öëî
ì
= - + Öîí

 

 

tanu c=  antaa 0u u np= + Ö 

 

jossa 0u  on ratkaisu, jonka saat laskimesta. 

 

 

 Ratkaise yhtälö: ρ ίὭὲὼὧέίόὼ , kun ὼɴ πȟς“
 

 

Algebrallinen ratkaisu
 

Graafinen ratkaisu
 

Intersection eli leikkauspiste. 
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Paina oikeaa nuolinäppäintä.   Kursori siirtyy seuraavaan leikkauspisteeseen. 

    
  

Ratkaisu: 0x= , x p=  ja 
3

2
x
p

= . Huomaa, että 2x p=  ei ole oikea vastaus, koska ὼɴ πȟς“. 

 

Graafinen ratkaisu vahvistaa algebrallisen ratkaisun. 

 

Graafinen ratkaisu ï vaihtoehto II:  

 

Yhtälö muunnetaan muotoon  ρ ίὭὲὼὧέίόὼ π jossa ὼɴ πȟς“. 

 

Syötä vasemmalle puolelle y1 ja  

piirrä kuvaaja. Analysis, G-Solve, Root. 

 
  

Huomaa, että 2x p=  ei ole oikea vastaus, koska ὼɴ πȟς“. 
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6. Kombinaatio-oppi, todennäköisyys ja tilastot 
 

6.1 Satunnaisotanta takaisinpanolla  
 

 

 Poimimme 3 alkiota takaisinpanolla 12 alkion perusjoukosta.  

 Kuinka monta erilaista kolmen alkion osajoukkoa voimme saada? 
 

Ratkaisu. 

 Vastaus: 1728 osajoukkoa. 
 

 Kuinka suurella todennäköisyydellä saamme neljän arpakuution heitossa kaikkiin saman 

silmäluvun? 
 

Ratkaisu.      

 

   Todennäköisyys on 0,077 %. 
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6.2 Palauttamaton satunnaisota nta (järjestetty osajoukko)  
 

Otanta ilman 

takaisinpanoa 

!
P

( )!

n
n r

n r
=
-

 Poimimme r alkiota n alkion perusjoukosta 

palauttamatta. Järjestyksellä on tässä merkitystä.. 

 

 Laske, kuinka monta eri mahdollisuutta meillä on ottaa 5 korttia 13 kortin joukosta, kun 

otetaan huomioon se järjestys, jossa otamme nämä 5 korttia. 

 

Selaa virtuaalinäppäimistön välilehtiä ja valitse Advance. Valitse nPr ja syötä 13,5 

   
 

Vastaus: Erilaisia 5 kortin järjestettyjen osajoukkojen määrä on 154 440. 

 

Tarkistus: 

 Kertoman symboli löytyy nPr-symbolin vasemmalta puolelta. 
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6.3 Palauttamaton satunnaisotanta (järjestämätön osajoukko)  
 

Satunnaisotanta  

palauttamatta. 

!
C

!( )!

n
n r

r n r
=

-
 

Poimimme r alkiota n alkion perusjoukosta 

palauttamatta. Järjestyksellä ei ole tässä 

merkitystä.. 

 

 Laske montako eri mahdollisuutta sinulla on ottaa 5 korttia 13 kortin joukosta, kun emme ota 

 huomioon järjestystä, jossa otamme nuo 5 korttia. 

 

Advance, nCr.     Tarkistus: 

   
 

Vastaus: Erilaisten 5 kortin järjestämättömien osajoukkojen määrä on 1287. 

 

6.4 Binomitodennäköisyys  
 

Tarkastelkaamme kokeilua, joka toistuu n kertaa. Jokaisella kokeilulla on vain kaksi mahdollista 

lopputulosta: onnistuminen tai epäonnistuminen. Onnistumisen mahdollisuus on täten sama 

jokaisessa yrityksessä. Yritysten onnistuminen ei riipu toisista yrityksistä.  Tätä kutsutaan 

toistokokeeksi ja satunnaismuuttuja noudattaa binomijakaumaa.  

 

Binomitodennäköisyys 
ὲ

Ὧ
ὴ ρ ὴ  

Riippumattomien toistojen määrä on n. 

p on todennäköisyys onnistumiselle. 

Onnistuneiden toistojen määrä on k. 

 

  Heitämme tavallista arpakuutiota 5 kertaa. Kuinka suurella todennäköisyydellä saamme 

kaksi kuutosta? Todennäköisyys yhden kuutosen saamiseen on 
1

6
. Tämä tarkoittaa sitä, että 

todennäköisyys sille, ettemme saa kuutosta, on  
5

6
. 
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Ratkaisu. Tai Catalog, binomialPDf.  Tai vielä vaihtoehtoisesti näin. 

   
 

Todennäköisyys kahden kuutosen saamiseen on 0,16. 

 

  Heitämme arpakuutiota 5 kertaa. Kuinka suurella todennäköisyydellä saamme vähintään kaksi 

kuutosta? 

 

Ratkaisu. Vaihtoehtoisesti näin Tai yhteenlaskusäännöllä. 

    
 

1
BinomialCD(1,5, )

6
 antaa todennäköisyyden sille, että saamme 0 tai 1 kuutosta 5 heitolla. 

Todennäköisyys kahden kuutosen saamiseen on siten 
1

1 BinomialCD(1,5, )
6

- .  
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 Heitämme tavallista arpakuutiota 72 kertaa. Kuinka suurella todennäköisyydellä saamme 10-

14 kuutosta? 

 

Meidän on siis määriteltävä (10 14)P X¢ ¢ , jossa X  on kuutosten määrä. 

 

Voimme myös esim. Catalog-valikon seq-komentoa pistetodennäköisyyksien laskemiseksi.  

   
 

Valitse päävalikosta Statistics. Valitse Calc. Valitse One-Variable.  
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Pistetodennäköisyyksien summa on toisena tilastolaskuissa. Voit vaihtoehtoisesti käyttää myös 

summafunktiota. Todennäköisyys on (10 14) 0,57P X¢ ¢ = . 

    
 

6.5 Binomijakauma  
 

Heitämme kolikkoa 50 kertaa. Olkoon X saatujen kruunien määrä. Satunnaismuuttuja X 

noudattaa binomijakaumaa, sillä toistot ovat toisistaan riippumattomia. Onnistumisen 

todennäköisyys on tasan 0,5p= . Saamme heitettäessä joko kruunan tai klaavan.   

 

 Tee ja piirrä todennäköisyysjakauma yllä mainittuun kokeeseen. 

 

Syötä tulokset luetteloon list1.   Syötä todennäköisyys saada klaava 0 - 50 kertaa luetteloon list2. 
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Huomaamme, että 50 50
50 50

( ) 0,5 0,5 0,5x xP X x
x x

-å õ å õ
= = Ö Ö = Öæ ö æ ö

ç ÷ ç ÷
, jolloin list2 on helpompi laatia. 

Valitse päävalikosta Statistics. Valitse SetGraph.   Asetukset. 

   
 

Piirrä kuvaaja. 

  
  

 

 

 

 

 

  




























































































































































































